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Prélogo

La Matematica Educativa es una disciplina cientifica que, dependiendo de la escuela de inves-
tigacion y la regiéon geografica, suele ubicarse como una rama de las Matematicas o bien de las
Ciencias de la Educacion, y tiene como objetivo principal la mejora del aprendizaje de la mate-
matica a través de los distintos marcos tedricos, métodos y estrategias que se han desarrollado

a lo largo de las décadas.

En particular, la formacién a nivel superior es un tema que ha tenido gran relevancia a
nivel internacional, pero es el caso de la formacion de ingenieros el que nos ha preocupado como
grupo desde el afio 2014 cuando las Dras. Ruth Rodriguez Gallegos y Bertha Ivonne Sanchez Lu-
jan comenzaron a coordinar un grupo de investigadores latinoamericanos con el interés comun en
la mejora del aprendizaje de la matematica. La historia y configuracion del grupo puede consul-
tarse en Rodriguez-Gallegos (2018), Arcos-Quezada et al. (2020) y Arcos-Quezada et al. (2022),
donde se discuten ademas un conjunto de ocho preguntas fundamentales que han guiado las
discusiones del grupo a lo largo de los afios. Ademas de esto, como esfuerzo por difundir las ac-
tividades disponemos de un Webinar publicado a través de YouTube con conferencias y presen-

taciones, siendo esta la mas representativa: https://www.youtube.com/watch?v=M8RTqgjJJaG4.

Producto de estas discusiones han surgido distintos estudios desarrollados por parte de
los miembros del grupo Formacién de Ingenieros desde la Matematica Educativa (FIME) tanto
en colaboraciones internas como individuales. Por ejemplo: la participacion del Dr. Cajas en el
proyecto alfa iii uso+i, el trabajo sobre transposicién didactica en la ingenieria (Cajas, 2001), o
la discusidn desarrollada por Cajas et al. (2022) acerca de cdmo se evidencia la desarticulacion
matematica presente en los programas de ingenieria, realizada en conjunto con los Dres. Ar-

cos-Quezada y Camacho-Rios, y las Dras. Rodriguez-Gallegos y Torres-Corrales.

En relaciéon con estudios de tipo documental y bibliografico, Plaza y Villaochoa (2019) por

su parte hacen una discusion amplia sobre los obstaculos (en el sentido de Bachelard, Barrantes,


https://www.youtube.com/watch?v=M8RTqjJJaG4

D’Amore y Andrade) que se han detectado en la formacién de ingenieros (cuya presentacion pue-

de consultarse en https://www.youtube.com/watch?v=uEgquLEfBFc) , mientras que Torres-Co-

rrales e Hinojos (2023) que realizaron un estado del arte sobre los principales aportes que ha

tenido la Matematica Educativa para la formacion de ingenieros.

También se han discutido sobre las formas de diversificar la evaluacion, como en San-
chez-Lujan (2014) en un libro sobre la innovacion en el aula de matematicas, donde se discute
acerca de la tecnologia digital como un recurso educativo valioso, el trabajo de Torres-Corrales et
al. (2022) donde la retroalimentacién de tareas se presenta como una estrategia diversificada de
evaluacion y Camacho et al. (2022) donde se discuten los resultados de distintas metodologias
que han sido utilizadas en clase regular de matematicas como modelizacion matematica, el uso
de tecnologias digitales en medios remotos, la transversalidad y (nuevamente) la retroalimenta-
cion, y la participacion del grupo en diferentes foros como el congreso virtual de MATEDUMAT,
donde se discutié sobre los cambios producidos por la pandemia al ambiente educativo en ge-
neral y como fue exigido el cambio de las formas de ensefar, aprender y evaluar, estas partici-
paciones pueden consultarse en las ligas: https://www.youtube.com/watch?v=p99TN_HTmUQ y
https://www.youtube.com/watch?v=bGHvsWFA2Kc.

Otro interés comun ha sido el estudio de la brecha de género, respecto a lo cual se publicé
un libro que invita a la reflexion acerca del trabajo realizado por las mujeres en la ingenieria a
través de relatos y experiencias en el ejercicio profesional, coordinado por las Dras. Sanchez-Lu-
jan, Rodriguez-Gallegos y Torres-Corrales (2021). Este libro ha sido presentado en diversos foros
académicos y como respaldo se tiene el siguiente video: https://www.youtube.com/watch?v=-
13Jd9152QuY.

Finalmente, una ultima linea han sido los estudios de corte histérico y epistemoldgico,
como Arcos-Quezada et al. (2022b) donde se muestran distintos enfoques tedricos para el uso de
la historia en la ensefianza de la matematica utilizados por investigadores internacionales, y en
Hinojos et al (2023) donde se muestran los resultados de la implementacién de una intervencion
didactica en clase regular donde se utiliza un instrumento construido con base en un analisis his-
térico-epistemoldgico. Un poco de esta linea puede ser consultado en el siguiente video: https://

youtube.com/watch?v=VvL OYv-73l.

Es asi, dada la trayectoria y trabajo colegiado del grupo, como surge la presente obra,

este libro que tiene como precedente la participacion de los miembros del grupo en el | Foro de
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Formacion de Ingenieros desde la Matematica Educativa realizado en mayo de 2023 en el Insti-
tuto Tecnologico de Sonora. Este foro marcé un punto de reencuentro postpandemia que permitié
retomar temas de interés y cristalizar el trabajo colegiado que se habia venido desarrollando por
parte del grupo FIME desde el afio 2014 y que permite ampliar el alcance y discusion del trabajo

a otros publicos interesados en la formacidon matematica de ingenieros.

Dr. Jesus Eduardo Hinojos Ramos
Matematica Educativa

Instituto Tecnoldgico de Sonora
Departamento de Matematicas
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Presentacion del libro

En la confluencia de la matematica y la ingenieria, emerge una obra colectiva que traza
nuevos horizontes en la formacién de ingenieros. Este libro, fruto de un foro organizado en el
Instituto Tecnoldgico de Sonora, es una compilacion de ideas y perspectivas innovadoras ofre-
cidas por expertos en Matematica Educativa. A través de seis capitulos, la obra navega por las
corrientes internacionales del curriculum de ingenieria, las metodologias de ensefianza del Cal-
culo, el papel transformador de la tecnologia, las teorias en la problematizacién del conocimiento
matematico, las estrategias de modelizacion en el aula y la aplicabilidad de la resolucién de

problemas, iluminando cada tema con un enfoque fresco y pragmatico.

La trama de la obra se teje alrededor de ejes tematicos que reflejan un enfoque integrador
y aplicado en la ensefianza de la matematica para ingenieros. Se inicia con una reflexién sobre la
evolucion del curriculo de ingenieria, considerando su interseccidén con practicas sociales como
la economia y la politica, y cdmo esto redefine la ensefianza del calculo para favorecer una com-
prension mas aplicada. La discusién avanza hacia la integracion de la tecnologia en el aula, des-
tacando el rol de las innovaciones tecnoldgicas y las aplicaciones moéviles en la transposicion de
teorias pedagdgicas a practicas concretas. Se enfatiza en la modelizacion matematica y su apli-
cabilidad en la resolucion de problemas reales, abogando por un aprendizaje que prepara a los
estudiantes para los desafios multidisciplinarios de la modernidad. Este enfoque tematico resalta

la importancia de la adaptacion y la innovacién en la formacion matematica de los ingenieros.

Esta obra no solo es un testimonio de la interseccion entre la matematica educativa y la for-
macion de ingenieros, sino también un reflejo del compromiso colectivo por enriquecer los procesos
de aprendizaje. Con una visién que abarca desde la evolucién del curriculum hasta la aplicacién
practica de la matematica en la ingenieria, cada capitulo, meticulosamente elaborado, invita a re-

pensar las estrategias pedagdégicas y a adoptar un enfoque mas holistico en la ensefianza.

El primer capitulo, escrito por Fernando Cajas, aborda la evolucion del curriculum en inge-
nieria desde una perspectiva educativa y social, destacando la importancia de integrar diversas
practicas sociales en la formacién de ingenieros. Se enfatiza la ingenieria como una practica

social que transforma el mundo y se discuten los modelos curriculares actuales, proponiendo un

1



enfoque que reconozca la ingenieria no solo como ciencia aplicada o resolucion de problemas,

sino como una practica social integral.

El segundo capitulo, escrito por José Ismael Arcos Quezada, discute la ensefianza del
Calculo en la formaciéon de ingenieros, argumentando que se debe reconsiderar el enfoque
centrado en el concepto de limite. El capitulo analiza la evolucién histérica del Calculo y como su
ensefanza se ha alejado de las aplicaciones practicas en ingenieria, sugiriendo una aproximacion
mas intuitiva y menos rigurosa en la definicion de conceptos como la derivada y la integral, para

mejorar la comprensién y aplicacion de estos en problemas de ingenieria.

El tercer capitulo, de Saul Ernesto Cosmes Aragon, Jesus Eduardo Hinojos Ramos, y Dia-
na del Carmen Torres Corrales, examina tres perspectivas tedrico-metodoldgicas en la formacion
matematica de ingenieros desde la Matematica Educativa. Se destaca la importancia de conectar
la matematica con la practica ingenieril mediante el uso de modelizacién y Espacios de Trabajo
Matematico (ETM), analizando casos especificos como la Ingenieria Civil y la Ingenieria Eléctri-
ca. Se sugiere un enfoque cualitativo para comprender mejor la relacion entre la matematica y la

ingenieria en contextos profesionales.

El cuarto capitulo, a cargo de Alberto Camacho-Rios, Andrés Hernandez Quintana, y Leo-
nardo Nevarez Chavez, se centra en la modelizacion antropolégica de desarrollos tecnoldgicos,
particularmente en una aplicacion maévil para la ensefianza de series de Fourier en cursos de
ecuaciones diferenciales. Se discute como esta herramienta integra la teoria antropologica de lo
didactico (TAD) y la transposicion informatica, evidenciando las implicaciones pedagégicas y las
diferencias entre los procesos matematicos tradicionales y los generados por la aplicacion, resal-

tando la importancia de considerar estos aspectos en la ensefianza de la matematica.

El quinto capitulo, de Luis Fernando Plaza Galvez, se centra en la modelaciéon matematica
en la ensefianza de ecuaciones diferenciales, destacando su importancia en la formacion ingenie-
ril. A través de ejemplos practicos, como la Ley de Enfriamiento de Newton, se muestra cémo la
modelacion ayuda a los estudiantes a comprender y aplicar conceptos matematicos en contextos

reales, promoviendo un aprendizaje significativo y relevante para su futura practica profesional.

Finalmente, el sexto capitulo, escrito por Oscar Rubén Gémez Aldama, Lamberto Castro
Arce y Viridiana Gémez Barrén, explora la modelizacién matematica en la ensefianza utilizando
el ciclo de Deming. A través de un enfoque practico y ejemplificado, los autores ilustran cémo

este modelo de mejora continua puede aplicarse a problemas matematicos complejos, facilitando

12



la comprension y aplicaciéon de conceptos matematicos en contextos reales y mejorando asi la

calidad de la educacion en ingenieria.

Con un tono accesible y dirigido a la difusién, este libro se presenta como un recurso
esencial para educadores, investigadores y profesionales interesados en la vanguardia de la
formacion matematica en ingenieria. Es una obra que se situa en la interseccién de disciplinas,
pero con un claro objetivo: la mejora continua del aprendizaje matematico para ingenieros, funda-
mentada en la riqueza de las experiencias compartidas y las innovaciones pedagdgicas. En cada
pagina, el lector encontrara una fuente de inspiracion y un llamado a la accién para transformar
la educacién matematica en ingenieria, preparando asi a las futuras generaciones para los retos

que aguardan en un mundo cada vez mas tecnificado.

Dr. Mauricio Gabriel Orozco del Castillo’
Profesor Investigador Titular C
Instituto Tecnoldgico de Mérida

1 Doctor y Maestro en Matematicas y Computacion Aplicadas por el Instituto Mexicano del Petréleo, Maestro en Matemati-
ca Educativa por el Cinvestav e Ingeniero en Mecatronica por el Instituto Politécnico Nacional (IPN). Es miembro del SNII, autor de
mas 50 articulos cientificos publicados en fuentes de prestigio y con mas de 250 citas a ellos, Ha trabajado en docencia e investi-
gacion en Instituto Tecnolégico de Mérida (ITM), IPN, Cinvestav y Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM), abarcando
desde la educacién superior hasta programas de posgrado. Cuenta con mas de 20 afios de experiencia en la ensefianza, donde ha
dirigido tesis de licenciatura y posgrado, y ha participado activamente en la comunidad cientifica, fundando y organizando diversos
congresos cientificos nacionales e internacionales.
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Capitulo 1. El nuevo curriculum de Ingenieria

Fernando Cajas
Centro Universitario de Occidente, Universidad de San Carlos de Guatemala

fcajas@cunoc.edu.gt

Introduccion

En este capitulo se presenta una reflexion acerca de la ingenieria y la evolucion de su curriculum
desde la perspectiva educativa con enfoque social, la cual es resultado de la experiencia del autor

como docente, investigador y administrativo en una facultad de ingenieria.

La ingenieria es una Practica Social (PS) cuyo objetivo es la transformaciéon del mundo
a través del disefio, planificacién, construccion, evaluacion, mantenimiento y administraciéon de
sistemas sociales concretos. Esta forma parte de otras practicas sociales mas amplias, como la
practica econémica cuyo objetivo es la produccion de bienes y servicios; la practica politica que
es el manejo y gestion del poder dentro de una sociedad humana; y la practica cultural que in-
cluye actividades de construccion de identidades, y como una practica cultural que tiene intensa
relacién con la practica econdmica, toda vez que el proceso de disefio, planificacion, construccion
y mantenimiento de sistemas sociales concretos estan intimamente relacionados con la produc-

cion de bienes y servicios.

La ingenieria ademas puede verse como artefacto, conocimiento o practica social, y es
dificil separar el producto final de la practica, esto es: diferenciar los artefactos de los procesos
que los construyeron ya que existe una intima relacién entre los artefactos y su disefio. Los arte-
factos son sistemas concretos complejos que, para llegar a su destino, metaférico, deben mediar
y ser mediados por otras practicas sociales, particularmente la practica econémica, ya que estos
deben ser utilizados en una sociedad cuyo mercado los demanda. Los procesos econdmicos del
disefo son considerados dentro del curriculo actual de ingenieria en cursos como Administracion,
Proyectos, Contabilidad, Analisis Financiero, entre otros, y representan elementos de la Practica

Social que al final suelen determinar si un producto o proceso disefiado es utilizado en y por una
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sociedad concreta. La ingenieria es fundamental dentro de una sociedad, ya que es una actividad
humana intencionada (Practica Social) que ordena otros procesos dentro de una sociedad (es

normalizadora).

La Practica Politica (PP), donde se dan procesos de gestion del poder para la organiza-
cion social, no seria nada sin la ingenieria, no solamente en términos de los productos finales
tecnoldgicos que hacen la vida social; carreteras, puentes, edificios, casas, drenajes, sistemas
de tratamiento de agua, autos, motores de combustién interna, motores eléctricos, sistemas de
produccion y distribucién de energia, hospitales, escuelas, hoteles, teléfonos, etc., sino que la
propia organizacién de la sociedad depende del grado de desarrollo de la ingenieria y de las
normas sociales que constituyen el pegamento social. En otras palabras, tanto la politica en el
sentido del control y poder (politics) y la practica politica en el sentido de construir politica publica
que direcciona a una sociedad (policy) solo existen si existen proyectos y sistemas concretos de

la ingenieria que puedan desarrollarlos.

Como Practica Cultural (PC), es una actividad orientada hacia la construccion de identi-
dades, asi como la musica, la matematica, la ciencia en general, la religidn, el deporte y tantas
otras practicas que construyen y reconstruyen identidades de diferente indole en sus procesos de
diseno, planificacion, ejecucién, construccion, mantenimiento y uso de los artefactos finales de la
ingenieria. Como Practica Cultural la practica social de la ingenieria interacciona con la Practica
Econdmica y con la Practica Politica, sin ser esencialmente una practica econémica ni politica,
pero que no puede existir sin estas dos practicas. Al mismo tiempo, la ingenieria es una practica
diferenciada, esto es, una actividad humana intencional que usa conocimiento empirico, artesa-
nal, técnico, matematico, cientifico, tecnoldgico, social especifico para el disefio, la produccién y

mantenimiento de sistemas concretos llamados genéricamente artefactos.

Al ser en su origen una PC, una actividad de seres humanos organizados en sociedad con
el objetivo de producir identidades a través de artefactos o procesos; la ingenieria tiene una larga
historia de uso y produccién de distintos tipos de conocimiento y esta historia epistemoldgica re-
fleja diferentes estados de las sociedades humanas que se vieron profundamente transformadas
por la Revolucion Industrial, revolucion que cambi6 la forma de producir bienes y servicios, parti-
cularmente bienes mediados por conocimiento tecnolégico, conocimiento cientifico y otros tipos
de conocimiento que de a poco se fueron especializando, respondiendo a las nuevas demandas

de la sociedad inglesa primero, europea luego y mundial después. Aunque los estudios acadé-
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micos de ingenieria empiezan en el siglo XIX, particularmente con el trabajo de los elastisistas
franceses (Trusdell, 1968) no fue sino hasta el siglo XX donde se generaliza a nivel mundial el

estudio de la ingenieria dentro de las universidades y tecnoldgicos.

En general, la ingenieria siempre fue considerada, por mucho tiempo y por muchas perso-
nas; una carrera para hombres, hombres practicos. De hecho, hace cien afios no habia mujeres
ingenieras, desde el punto de vista de ser ellas explicitas en la sociedad y decir: yo soy ingeniera.
Aun ahora, en la segunda década del siglo XXI, se reporta una enorme brecha entre el nUmero
de estudiantes hombres que estudian ingenieria y el numero de estudiantes mujeres que estan
estudiando alguna ingenieria; tan solo en América Latina se ha reportado un 80 % de hombres
y el 20 % de mujeres estudiantes de ingenieria. lo que refleja la distribucion de trabajo dentro de
esta disciplina (UNESCO, 2022).

Aunque las ingenierias clasicas, esto es, ingenieria civil e ingenieria mecanica, siguen
siendo carreras importantes en las facultades de ingenieria, la diversificacion de ofertas académi-

cas en ingenieria es enorme como lo refleja la tabla 1:

Tabla 1
Listado de programas de ingenieria acreditados por American Board of Engineering and Techno-
logy (ABET).

Aerospace Health and Safety
Agricultural Industrial
Biomedical Marine and Ocean
Chemical Materials
Civil Mechanical
Computer Hardware Mining and Geological
Electrical Nuclear

En el desarrollo histérico de los estudios de ingenieria se ha seguido la evolucion industrial de
cada poblacion, asi; es la ingenieria civil la mas clasica de las ingenierias, como contraparte
social de la ingenieria militar; luego ingenieria mecanica, luego ingenieria industrial, ingenieria
eléctrica (con sus dos versiones: electrénica y potencia), ingenieria agricola, ingenieria quimica
y asi sigue la cadena de transformaciones. En otras palabras, el nacimiento de nuevas ramas de
la ingenieria ha sido permeado por los distintos referentes ontoldgicos de estructuras materiales,

pasando por sistemas fisicos, mecanicos, sistemas quimicos y ultimamente biolégicos.
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Modelos Curriculares en Ingenieria

Los modelos curriculares de la ingenieria en América Latina son variados, aunque sigan un pa-
tron de una cadena curricular de ciencias basicas hacia ciencias de la ingenieria dejando al final
de los estudios a las materias profesionales. A nivel mundial hay otras alternativas curriculares,
particularmente en Australia, Alemania, Holanda, Suecia debido al alto desarrollo tecnoldgico de
esas sociedades. Uno pudiera diferenciar entre propuestas curriculares “teéricas” y “practicas”.
Tradicionalmente la ingenieria francesa ha sido mas tedrica que la ingenieria inglesa, por ejem-
plo. En América Latina hay mas uniformidad como lo refleja el informe del Proyecto USO + I:

Pertinencia de la Ingenieria en América Latina (2010).

Tanto en América Latina como en el mundo uno puede analizar tres tipos de programas
de educacion en ingenieria: Aquellos que se basan en 1) ingenieria como artefacto, 2) ingenieria

como conocimiento e 3) ingenieria como Practica Social.

Ingenieria como artefacto

La concepcion de ingenieria como artefacto, en su version curricular; pone el énfasis en el pro-
ducto final de la practica social, el objeto o proceso tecnolégico objetivo que se crea luego del
diseno. Histéricamente -ingenieria como artefacto- explica los programas de formacién de inge-
nieria en términos de la intuicién del hombre practico. Estos programas de ingenieria no fueron
escolarizados sino hasta 1900 cuando emergen las primeras escuelas de ingenieria adentro de
universidades y principalmente adentro de tecnoldgicos, escuelas técnicas o politécnicas. Previo
a la escolarizacion de la ingenieria, la produccion de artefactos, técnicos o de ingenieria; estaba
a cargo de artesanos que tenian una relacién importante con sus aprendices, quienes aprendian
la practica en un taller por ensayo y error con el maestro y la transformacién de la materia prima
(materiales), la planificacion (explicita o implicita) del disefio, ya sea encapsulado en planos fisi-

Cos 0 en ideas de trabajo.

La concepcion curricular de ingenieria como artefacto es tan fuerte e importante que exis-
te una concepcién generalizada dentro de las comunidades de ingenieria que se auto perciben
como los (unicos) que tienen el poder de transformar el mundo (Sheppard, et al., 2006) si sus
disenos fuesen llevados a la realidad como ellos lo especifican en sus planos. O sea, si la gente

pudiese interpretar perfectamente los disefios de los ingenieros (materializado en planos digita-
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les o concretos, prototipos o los mismos planos de disefio con sus especificaciones) entonces el
mundo puede ser cambiado. Esta posicion es el analogo de la frase de Arquimedes: Dadme un
punto de apoyo y moveré al mundo, cuya version de ingenieria seria haz el artefacto como lo pido

yo en mis planos y cambiaré el mundo.

En resumen, los programas de ingenieria como artefacto son empiricos, con poca o ningu-
na base cientifica en donde mucho de los disefios son por ensayo y error y cuyos conocimientos
estan mas cercanos a las comunidades de artesanos, que vienen creando artefactos desde hace
miles de afos y cuya practica se ve interrumpida con la Revolucién Industrial. Estos programas

de ingenieria-como-artefacto ponen el énfasis en el ARTE y no tanto en el FACTO.

Ingenieria como conocimiento

A mediados del Siglo XX se reconceptualizan los programas de ensefianza de la ingenieria,
principalmente en los Estados Unidos de Norte América. En ese pais se concibe entonces a la
ingenieria como ciencia aplicada. Se parte de una concepcion idealizada del trabajo de los inge-
nieros, tal como la siguiente presentada en el seno de la Asociacion Americana para el Avance de

la Ciencia (AAAS por sus siglas en inglés):

En su sentido mas amplio, la ingenieria consiste en el analisis de un problema y en
el disefio de su solucién. El método basico concibe primero un enfoque general y luego re-
suelve los detalles técnicos de la construccion de los objetos (como un motor de automovil,
un chip de computadora o un juguete mecanico) o procesos requeridos, (como la irrigacion
o la prueba de un producto). (AAAS, 1989).

Esta vision de ingenieria, que nace, crece y se desarrolla dentro de comunidades de ingenieros,
donde se auto conciben como personas que resuelven problemas de forma individual y no so-
cialmente, de tal forma que asumen la existencia de un cuerpo de conocimientos técnico que les
permite resolver esos problemas. Es a partir de esta concepcion de conocimiento platénico que
se reconstruye dentro de las escuelas de ingenieria una concepcién idealizada de la solucion de

problema, tal como se muestra en la figura 1.
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Figura 1. llustracion del modelo de Solucién de Problemas, empezando con los requerimientos
del cliente y “otros requerimientos” que incluyen las regulaciones estandar de acuerdo con unas

supuestas necesidades sociales y restricciones ambientales (Sheppard et al., 2006).

Este modelo de ingenieria como Solucionador de Problemas (Problem Solving) no da razén de
los hallazgos de las antropologias de la ingenieria en la cual la practica del disefio no es repor-
tada como este modelo lineal sino mas bien como un proceso complejo de negociaciones, con-
versaciones e incertidumbres. Tal como lo reporta Bucciarelli (1999) como consultor de un en el
proceso de disefio de proyectos de ingenieria. En los tres proyectos, examina tanto el objetivo, la
forma en que los participantes entendieron cémo funcionan las cosas, asi como el entendimiento
del proceso, la forma en que disefan. Lo que reporta Bucciarelli (1999) es que el disefio de inge-
nieria es un proceso social que implica una negociacién constante entre muchas partes, no solo
ingenieros, sino también personas de marketing, cientificos investigadores, contadores y clientes.

Resulta que disenar se trata tanto de acordar definiciones como de producir artefactos duros.

La concepcion de ingenieria como ciencia aplicada, regida por un modelo lineal de solucién
de problemas; parece estar lejos de la ingenieria real. A pesar de esta lejania, los curriculos de in-
genieria de muchos paises en el mundo, particularmente en América Latina estan regidos con una
concepcion de ingenieria como conocimiento, particularmente ingenieria como ciencia aplicada. En

efecto la cadena curricular generalizada de estudios de ingenieria se muestra en la figura 2.
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Clencias Ciencias de la Materias
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Basicas Ingenieria - Profesionales
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Figura 2. Modelo lineal del curriculo de ingenieria (elaboracion del autor).

En el modelo lineal de los programas de formacién de ingenieria la Ciencia Basica es fundamen-
tal y cronolégicamente se imparte antes que las ciencias de la ingenieria (Ver figura 2). La Ciencia
Bésica pertenece a lo que se le ha llamado Area Comun en todos los estudios de ingenieria-co-
mo-conocimiento. Epistemolégicamente la ciencia tiene por objetivo la descripcion, explicaciéon y
prediccion del funcionamiento de particulas, grupo de particulas, sistemas de particulas, cuerpos
rigidos, cuerpos deformables, fluidos ideales, fluidos reales y estructuras reales. Aqui la ciencia
se usa para describir o explicar y hasta para predecir el comportamiento de un sistema, no para

transformar.

Los cursos de Ciencias Basicas como la fisica, quimica y matematica se imparten desde
el paradigma lineal, donde la ingenieria es vista como conocimiento. Estos cursos asumen una
concepciodn cientifica y no una concepcion de ingenieria. Asi, por ejemplo, en fisica y mecanica
analitica los ejemplos son aplicaciones de las Leyes de Newton para el caso particulas, cuer-
pos o estructuras en equilibrio. Las preguntas que se hacen en ciencias basicas tienen que ver
con describir, explicar y a veces predecir las fuerzas que actuan sobre una estructura dada. La
tradicion didactica es mas o menos la siguiente, dada una estructura (ejemplo una columna), se
pregunta que se determinen las fuerzas y torques que actuan sobre esta estructura cuando esta

en equilibrio estatico.

En ningun caso se hace la pregunta que un ingeniero o sistema de ingenieria se hace
en los casos reales de la practica: 4con qué estructura puedo llenar la funcién de cubrir un area
determinada? Y mucho menos se pregunta, ¢,cual es la funcién social de esta estructura?, ;como

sera mantenida, ¢ cuales son los efectos secundarios que traera a la comunidad?

Este posicionamiento filosofico en general y epistemolégico en particular de las Ciencias
Basicas se repite en las Ciencias de la Ingenieria. Ambas, Ciencias Basicas y Ciencias de la

ingenieria, se basan en una concepcion de la ingenieria como ciencia aplicada, caracterizada
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por el reduccionismo toda vez que se construye una vision ingenua de la capacidad de la ciencia
de modelar procesos de la ingenieria. El problema no esta solamente en la falta de modelacioén,
ya que se modelan fendmenos de tipo cientifico, cuando en verdad la ingenieria es mucho mas
que eso. Si bien se da un proceso de matematizacion de la fisica (algebra) al idealizar sobre una
cadena ontoldgica que analiza primero supuestas particulas hasta llegar a cuerpos idealizados

(ver figura 3).

| Particula---Grupos de Particulas---Cuerpo Rigido---Cuerpo Deformable---F luido Id eal

Figura 3. Cadena ontoldgica del modelo de ingenieria.

La matematica asociada a estos modelos es una matematica descontextualizada en el sentido
de la ingenieria, toda vez que sus practicas de referencia son las de la fisica y la matematica.
Esta fisica o matematica (o para los propésitos del presente articulo cualquier ciencia basica), no
tienen conexion con los intereses sociales de las ingenierias ni con los intereses de ingenieria
de los alumnos. No se esta diciendo que estas practicas cientificas y matematicas estan descon-
textualizadas si se miran desde una perspectiva cientifica. Tampoco se dice que la ciencia y la
matematica no son pertinentes para la ingenieria. Lo que se dice es que son descontextualizadas
en el sentido de sus referentes de ingenieria. La modelizacién matematica de fendmenos natu-
rales o artificiales se hace desde una perspectiva cientifica, esto es: ;como funciona el sistema?
¢ por qué hace lo que hace? jcomo describo el fendmeno? ¢ cdémo explico el fendmeno? §como

predigo este fendmeno?

No es que los fendbmenos fisicos no sean de interés para la ingenieria. Tampoco es que
los fendmenos artificiales, |éase el funcionamiento de un robot, modelacién del trafico u otro, no
sea de importancia para la ingenieria. De hecho, tanto el Area Comun (Ciencias Basicas) como
en los cursos de Ciencias de la Ingenieria, los estudiantes aprenden a modelar fendmenos fisicos
mas complejos, tal el caso de calidad de suelos, transferencia de calor o transferencia de masa,
vibraciones de estructuras, funcionamiento de sistemas complejos, etc. Sin embargo, en esos

casos la referencia y objetivo es la explicacién cientifica, no la practica de la ingenieria.

El modelo curricular de ingenieria-como-conocimiento tiene la ventaja de formar tedrica-

mente a los alumnos de las licenciaturas de ingenieria en ciencia basica. Esta base cientifica les
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permite aproximarse mejor a las ciencias de ingenieria, aunque no los prepara bien para los pro-
blemas reales de la ingenieria. Esto porque la concepcion de ingenieria como ciencia aplicada no
es correcta y aun la concepcidn de ingenieria como resolucién de problemas técnicos, tampoco
se sostiene con los estudios de la ingenieria en la realidad. En efecto, ni el modelo de ingenie-

ria-como-artefacto ni ingenieria-como-conocimiento reconocen que:

e Los ingenieros y las ingenieras no resuelven problemas solos, aislados, sino como parte de
una comunidad y con personas de diferentes profesiones y visiones.

e Los ingenieros y las ingenieras disefian soluciones a problemas complejos bajo muchas res-
tricciones, entre ellas econdmicas, politicas y culturales, no digamos las restricciones técni-
cas, de materiales y del mismo conocimiento de ingenieria que nunca sera completo.

e Laingenieria real, sea de paises desarrollados o paises en vias de desarrollo, no se da por
procesos de disefo lineal, sino mas bien por procesos interactivos, con retroalimentacién

compleja, contingente y plagado de incertidumbre.

El modelo de ingenieria-como-conocimiento no da razén de estas complejidades de la ingenieria
en accion. En efecto, la educacion en ingenieria tradicional tiene una concepcién de ingenieria
como ciencia aplicada, esto es, el énfasis esta en conocer (cognicion) y el curriculo se estructura
como ciencia basica aplicada o como ciencias de la ingenieria aplicada. Poco de este modelo
curricular prepara a los estudiantes para la accién, para la practica real de la ingenieria, esto es;
para interacciones sociales complejas, para considerar marcos sociolégicos mas robustos y para
entender la naturaleza contingente e incierta del disefio y practica de la ingenieria. Estos proble-
mas curriculares pueden ser resueltos desde el modelo de ingenieria-como-practica social*. Para
ello primero hay que aclarar el concepto de “Practica Social” y explicar como y porqué la ingenie-

ria puede verse como una Practica Social.

Practica Social

Cuando uno habla de practica social, hay muchas concepciones de la misma. En este articulo
utilizo una nocidn estructuralista de Practica Social como el elemento ontolégico basico en que
se constituye una sociedad humana. Esto es, la Practica Social no es solamente una actividad
humana, ni sélo es una accién intencionada, es mucho mas que esto. La Practica Social es el

elemento basico de la formacién de la sociedad humana y es lo que nos hace sociales a los seres
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humanos y por lo tanto norma a la actividad humana y viceversa. Este viceversa significa que la

practica norma y es normada por la accion.

Pero la practica no es sélo momentanea, no es solamente una accion, ni un conjunto ais-
lado de acciones, es una norma social que hace que hagamos lo que hacemos y principalmente
norma cémo lo hacemos y hasta con qué los hacemos. Hay practicas que duran un instante, unos
segundos, como la practica de cruzar una calle con mucho trafico vehicular de automotores, no es
igual en Ciudad de México que en Ciudad de Panama y menos en Ciudad de Nueva York. Cada
cultura tiene su forma particular de cruzar calles con mucho trafico vehicular. Pero hay otras prac-
ticas que pueden durar siglos, como la practica de construir, en particular construir catedrales,

que puede durar cientos de afios.

La idea es que existen culturas de la ingenieria. Esto es, la forma de disefiar artefactos, la
forma de administrar proyectos, la forma de darle mantenimiento a los productos tecnolégicos y
de las ingenierias estd mediado por normas sociales. Asi, la Ingenieria francesa del Siglo XX di-
fiere de la ingenieria inglesa, siendo la francesa mas tedrica, mientras que la inglesa es practica.

Estas ingenierias difieren de la norteamericana, no digamos de la rusa.

Aunque la globalizacién de finales del Siglo XX trajo consigo una serie de compartimientos
culturales en todo sentido y con ello la practica de la ingenieria también se globalizé. A pesar de
la globalizacién econdémica, politica y cultural, aun existen culturas especificas de la ingenieria en
cada region y esas son las que, desde mi punto de vista deben iluminar la construccion del nuevo

curriculo de ingenieria.

Los antecedentes de la teoria de las practicas sociales pueden ser encontrados en al me-
nos dos grandes vertientes tedricas. Un primer referente lo constituye la teoria sociolégica de la
segunda mitad del siglo XX, especificamente las teorias de Althusser y Giddens, quienes utilizan
el concepto de practica social para dar cuenta de la actividad como un aspecto constitutivo del
mundo social y como estrategia de solucion a la tension entre estructura y agencia. Althusser le
da mas énfasis a la estructura mientras que Giddens a la agencia. Hay otra concepcion de Practi-
ca Social que es menos drastica toda vez que ve a la Practica Social como una consecuencia de

la Actividad Humana. Esta es la concepcion de Bourdieu, con sus conceptos débiles de practica.

En el caso de Althusser, la practica se desarrolla en directa relacién con el concepto de
estructura y con ello el fildsofo neo marxista francés busca dar cuenta de la relacion entre los

determinantes estructurales (la estructura de la practica social) y los sistemas productivos de una
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sociedad (materia prima, medios de produccién, objeto de transformacion, trabajo, herramientas,
producto final). Por su parte, en la Teoria de la Estructuracion, Giddens define las practicas so-
ciales y su dimension recursiva como un aspecto constitutivo de la vida social sobre la cual se

generan y operan las estructuras sociales.

En su amplia obra, Giddens enfatiza la relevancia del saber practico que se expresa en la
organizacion de los seres humanos a través de practicas y en su recursividad como el origen de
estructuras estables. A esto Althusser le llama practicas reproductivas. Tal como han planteado
recientemente algunos autores, si bien el concepto de practicas juega un papel central en los
sistemas tedricos de ambos autores; tanto Althusser como Giddens, circunscriben su uso a una
teoria social general en la cual las practicas son s6lo un componente mas entre otros elementos.
Esto contrasta con mi propia visién de Practica Social debido a que las considero como el ele-
mento basico de una sociedad humana, lo que nos hace sociales: nuestra ontologia basica como

humanos.

La ingenieria no sélo puede verse como Practica Social, sino es una Practica Social, esto
es una actividad humana orientada y orientadora, que esta normada y normaliza otras practicas
sociales alrededor del contexto, especifico, en un espacio y tiempo concreto, a la que hay que

asociar herramientas, conocimiento, medios de produccion, materia prima (fisica o intelectual).

Modelos Curriculares de la Ingenieria

La ingenieria entonces puede verse como artefacto, como conocimiento o como Practica Social

como se ilustra en la figura 4.
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Figura 4. Ingenieria como artefacto, conocimiento y como Practica Social.

Estos modelos “tipo” de programas de educacion en ingenieria no deben entenderse
como una descripcion o explicacion nitida de la educacion en ingenieria sino mas bien como una
forma de ordenar la complejidad de los diferentes programas de formacién en ingenieria. En este
momento no existe un programa “puro” de ingenieria como-artefacto o programa puro de inge-
nieria como-conocimiento sino mas bien mezcla de programas tipo. Estos programas existentes
son complejos y terminan siendo una combinacion de estos y otras visiones no documentadas en

este articulo.

En efecto, el modelo universitario tradicional define las practicas universitarias (el prac-
ticum) como una oportunidad para aplicar los conocimientos teéricos aprendidos previamente
en las clases tedricas. Si bien esta concepcién de practica es complementaria a la nocién aqui
utilizada de Practica Social, este practicum solamente es una parte de la Practica Social. Desde
esa concepcion “la practica” es una aplicacion de la teoria aprendida, casi siempre al final del

programa universitario.

Teoria = Realidad

El curriculo de ingenieria basado en practicas requiere, por un lado; el planteamiento tedrico de ver

a la ingenieria como una Practica Social y por el otro la profunda transformacién de iniciar, desarro-
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llar y concluir con practicas. En efecto, el planteamiento importante que hace este planteamiento es:

Realidad = Teorla

Este énfasis no debe verse como empirismo en educacion en ingenieria. El objetivo es retomar la

interaccion dialéctica ya avizorada por los sociélogos marxistas, esto es:

Realidad & Teoria

Ingenieria como Practica Social

La ingenieria es realmente una actividad humana intencionada, orientada y orientadora, que esta
normada, restringida o ampliada por la cultura local y las practicas econémicas y politicas que la
condicionan. Toda Practica Social tiene la misma estructura, esto es; materia prima, herramien-
tas, medios de produccion, herramientas, trabajo u producto final (Althusser, 1989): Toda Practica
Social se da en un contexto social determinado (esta situada en el espacio), es contingente, esta
situada en el tiempo (puede durar segundos o cientos de afios). En particular, la ingenieria es una
Préactica Social Hibrida que es la unidn sistémica de varias practicas sociales que la integran, en
particular la practica de la Planificacién, PP, la del Disefo, PD, la de la Administracién, PA; la de
la Construccioén, PC y la del Mantenimiento, PM. Estas practicas sociales mostradas en la figura

5 forman a la Practica Social de la ingenieria, PI.

PI = (PP)U(PD)U(PE)U(PA)U(PC)U(PM)

Figura 5. La Practica de la ingenieria es la unién sistémica de otras practicas sociales, como
la practica de la planificacion (PP), el disefio (PD), la ejecucion (PE), la administracion (PA), la

construccion (PC) y el mantenimiento (PM), entre otras.

Una sociedad humana puede verse como un sistema concreto formado por tres practicas
sociales basicas: La econdmica, la politica y la cultural. La practica econémica, PE, tiene por ob-
jetivo la produccion de bienes y servicios. La practica politica, PP, se refiere al manejo y gestion
del poder dentro de una sociedad humana. La practica cultural, PC, construye fundamentalmente

identidades, incluye actividades artisticas, deportivas, espirituales, entre otras. La practica de la
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ingenieria primariamente es una practica cultural con fuertes nexos a la practica econdémica y

politica de una sociedad. La ingenieria no es vista en las escuelas de ingenieria como Practica

Social debido a:

1) Los pocos estudios de filosofia de la ingenieria (dado a que los ingenieros son personas de
accion).

2) La ausencia de estudios de antropologia de la ingenieria, principalmente en América Latina.

3) Los pocos estudios de mercados serios de los programas de educacion en ingenieria.

4) La falta de alternativas curriculares dada la influencia del modelo de ingenieria como ciencia
aplicada y al modelo de ingenieria como solucion de problemas.

5) La trasposicién didactica sobre simplificada que ha dejado un curriculo atomizado, imperti-

nente y alejado de la Practica de la ingenieria.

La inexistencia de programas de educacion en ingenieria basados en Practicas Sociales de la
ingenieria se debe a la complejidad que acarrea preparar un curriculo que inserte la realidad de lo
que hace el ingeniero en su vida cotidiana en el curriculo de ingenieria. El modelo dominante de
ingenieria es el de ingenieria como Ciencia Aplicada y su aliando principal, el ingeniero como la
base de la Solucion de Problemas; este es el paradigma dominante en América Latina (Montalvo
et al., 2010).

El replanteamiento de un programa de formacion de ingenieros y de ingenieras alrededor
de la Practica Social de la Ingenieria requiere la introduccion de las Practicas Sociales que com-
ponen la ingenieria, que en principio serian:

e Practica de la Planificacion

e Practica del Disefio

e Practica de la Ejecucion

e Practica de la Administracion
e Practica de la Construccion

e Practica del Mantenimiento

Los programas tradicionales de educacién en ingenieria usualmente introducen las ciencias ba-
sicas sin fendmenos de ingenieria. Luego introducen las ciencias de la ingenieria como explica-
ciones cientificas de los artefactos tecnolégicos y dejan a los cursos profesionales para el ultimo

afio de formacion, cursos que realmente afrontan la Practica de la Ingenieria. Esto produce una
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desvinculacion entre las herramientas cientificas y matematicas que requiere la practica de la
ingenieria y los fendmenos reales de ingenieria (Cajas et al. 2022), una posible solucién seria la

introduccion gradual de practicas de ingenieria.

En el caso de mi propia universidad, la Universidad de San Carlos de Guatemala, se ha
creado un curriculo paralelo al del modelo lineal de tal forma que la formacién en ingenieria in-
cluya la introduccion explicita de determinadas practicas de ingenieria, las que en su momento
consideramos las mas basicas (Cajas, 2001). Abajo dos modelos de introduccién de las practicas

sociales de ingenieria al curriculo de ingenieria (ver figura 6).

Figura 6. Introduccidn de las practicas de ingenieria al curriculo tradicional de ingenieria.

La experiencia en el caso de los programas de ingenieria de la Universidad de San Carlos de
Guatemala sigue la estrategia de dejar la cadena curricular original de Ciencias Basicas, Ciencias
de ingenieria y Cursos Profesionales y paralelamente desarrollar Practicas de ingenieria se la

siguiente forma (ver figura 7):
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Figura 7. Introduccién gradual de las practicas de la ingenieria al curriculo tradicional de

ingenieria.

El reto de esta estrategia es clarificar el significado de cada practica de la ingenieria. Por ejemplo,
para la practica del disefio de ingenieria hubo de reconstruir con la investigacion sobre apren-
dizaje de la ciencia, tecnologia e ingenieria (AAAS, 1993) la progresién del concepto de disefio
desde el nivel mas elemental posible hasta un nivel de relativo entendimiento de la practica. En

ese sentido se desarroll6 el siguiente mapa de la evolucion del disefio de ingenieria (ver figura 8):
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Figura 8. Progresion cognitiva del concepto de disefio de ingenieria vista desde el nivel mas

elemental a un nivel adecuado de inicio de licenciatura (tomado de Cajas, 2001, p. 251).
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Junto a esta vision integral del Diseio de ingenieria debe reconocerse que realmente las Prac-
ticas Sociales son complejas, no son lineales, son contingentes y por ende una representacion

mas adecuada seria la siguiente (ver figura 9):

Figura 9. Introduccién de practicas de ingenieria en el curriculo de ingenieria desde una vision

lineal. Todas las practicas estan permeadas entre si y no son independiente unas de las otras.

Conclusiones

La ingenieria como toda Practica Social ha evolucionado en el transcurso del tiempo. De ser
una practica empirica-concreta realizada por ensayo y error, aprendida de forma artesanal; se
convirtié en una actividad guiada por ciencia y tecnologia, practica empirico-conceptual. Esto
llevd a que se le pudiera introducir en las universidades. El siglo XX fue testigo del inicio de los
programas de educacion en ingenieria en las universidades, particularmente en Francia y luego
en Inglaterra para que posteriormente se consolidaran licenciaturas en ingenieria civil, mecanica,
industrial, eléctrica y quimica. Las nuevas ingenierias son dependientes cada vez mas de ciencia
y tecnologia, pero siguen siendo Practicas Sociales y por lo tanto esta naturaleza de la praxis

debe ser esencial en el nuevo curriculo de ingenieria.

La forma de incluir la Practica Social de la ingenieria en el esquema curricular de las
licenciaturas dependera de los contextos sociales en donde los programas de licenciatura se en-
cuentren. Sin embargo, a la fecha la mayoria de los programas de ingenieria se presentan bajo la
concepcion de ingenieria como ciencia aplicada. Eso lleva a una cadena curricular en educacion

en ingenieria que se ha repetido en el mundo, a saber: Ciencias Basicas, Ciencias de la inge-
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nieria y Materias Profesionales. Este modelo curricular no falla en lo que dice, sino en lo que no
dice de la practica real de la ingenieria y debe ser complementado por la insercién curricular de
la practica real de la ingenieria, ya sea en sus formas de disefo, planificacién, administracion,
mantenimiento, etcétera. Ya hay ejemplos en el mundo de la insercidén de practicas de ingenieria

en el curriculo de ingenieria (Sheppard et al., 2006).

Finalmente, la ingenieria no solamente es una licenciatura en la universidad o en un tec-
nolégico. Es ante todo y mas que todo una Practica Social distribuida en toda la sociedad y esta
presente desde que nacemos hasta que morimos, siempre, antes, durante y después. Por eso
hay que conocer los esfuerzos de introducir a la ingenieria desde antes de la preprimaria hasta

en los doctorados, ya sean o no de ingenieria, esto es el entendimiento publico de la ingenieria.

La sociedad debe tener un entendimiento minimo de la ingenieria y no debe esperar mi-
lagros de los disenos de los y las ingenieras ya que no hay disefio perfecto. La sociedad debe
conocer que hay todo un proceso de sacrificio de determinadas caracteristicas, por ejemplo, que
un buen material requiere un costo mas alto (trade-off). Junto a esto, no siempre los y las inge-
nieras conocen los resultados completos de sus disefios y de sus obras porque hay productos no
deseados que no necesariamente eran conocidos sino hasta puesta en marcha la obra. El enten-
dimiento de estas caracteristicas de la practica de ingenieria es fundamental para el desarrollo

sostenible de nuestros pueblos.

Por eso la ingenieria no puede seguir siendo vista como el conocimiento técnico exclusivo
de expertos o la aplicacion de la ciencia a los problemas sociales sino como una practica social-
mente distribuida en todo y para todo lo que se hace en una sociedad, intimamente ligada a las
practicas econdmicas de produccion de bienes y servicios y a las practicas politicas de manejo
del poder. Sin ingenieria no hay sociedad como tal y esto debe reflejarse en el nuevo curriculo

de ingenieria.
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Capitulo 2. Algunas razones por las que los cursos
de Cdlculo dirigidos a estudiantes de ingenieria
deben dejar de centrarse en el concepto de limite

José 1smael Arcos Quezada
Universidad Auténoma del Estado de México

ismael arcos@msn.com

Introduccion

El Calculo, en las versiones originales de Leibniz o Newton, surgié a fines del siglo XVII, cuando
conceptos como los de numero real, funcién, limite o continuidad no eran conocidos, mucho me-
nos con el rigor con el que se definen desde hace un siglo. Esas versiones, apuntaladas a lo largo
del siglo XVIII, por personajes como Euler, fueron utilizadas en el estudio y la solucién de innume-
rables problemas de ingenieria, y aun hoy, siguen utilizandose, con algunas “actualizaciones” en
la modelacion y solucion de problemas en el contexto de las Ciencias de la Ingenieria. Entonces,
épor qué en los textos utilizados para la ensefianza del Calculo, en las escuelas de ingenieria
dejaron de ser versiones validas, siendo sustituidas por la version del Calculo que surgié a partir

de los trabajos de Cauchy, a principios del siglo XIX?
De acuerdo con Arcos (2019):

Se suele asociar el origen del Calculo basado en la definicion de limite con la publicacion
del Curso de Analisis de Cauchy, en el decenio de los 1820. Gradualmente, esa versioén del
Calculo fue adquiriendo aceptacién en las aulas hasta alcanzar un estatus hegemonico, a
principios del siglo XX y a partir de entonces, y hasta fines del mismo siglo, la presentacion
de los cursos de Calculo que se ofrecen en las escuelas de ingenieria estuvo firmemen-

te asociada a la definicién de limite, con algunas variaciones en cuanto al grado de rigor
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adoptado. Sin embargo, la experiencia en las aulas, asi como los innumerables trabajos
de investigacion en Matematica Educativa que se han hecho durante casi medio siglo, dan
cuenta de la gran dificultad para entender el Célculo bajo esa perspectiva y, mas que nada,

para entender y utilizar sus conceptos en el contexto de las Ciencias de la Ingenieria (p. 47).

Podemos identificar entonces, un Calculo surgido en el siglo XVII y abundantemente utilizado y
fortalecido durante todo el siglo XVIII debido a Leibniz y Newton, y otro Calculo con origen en la
propuesta de Cauchy de la década de los 20 del siglo XIX. Al respecto, en Grabiner (1981) en-

contramos lo siguiente:

¢ Qué es el calculo? Cuando preguntamos a los matematicos modernos, obtenemos dos
respuestas diferentes. Una respuesta es, por supuesto, que el calculo es la rama de las
matematicas que estudia las relaciones entre funciones, sus derivadas y sus integrales. Su
aspecto mas importante son sus aplicaciones: a tangentes, areas, volumenes, longitudes de
arco, velocidades y distancias. El calculo se puede ver y se puede ensefiar como un conjunto
de técnicas de resolucion de problemas comprendidas intuitivamente, y ampliamente
aplicables a la geometria y a la fisica. [...] Sin embargo, el calculo también es otra cosa: un
conjunto de teoremas, basados en definiciones precisas, sobre limites, continuidad, series,
derivadas e integrales. Puede parecer que el céalculo se trata de velocidad y distancias,
pero su base logica se encuentra en un tema completamente diferente: el algebra de

desigualdades (p. 1).

Asi pues, para Grabiner hay un solo Calculo, en el que caben, tanto sus aplicaciones en la solu-
cion de diversos problemas, como un conjunto de definiciones y teoremas légicamente estructu-

radas, continua:

Estos dos aspectos diferentes —uso y justificacion— del calculo, coexisten simultanea-
mente en la actualidad, son en realidad herencias de dos periodos histéricos diferentes: los
siglos XVIII y XIX. En el siglo XVIII, los analistas se dedicaron a emocionantes y fructiferos
descubrimientos sobre curvas, procesos infinitos y sistemas fisicos [...] Aunque no eran
indiferentes al rigor, estos investigadores dedicaron la mayor parte de su esfuerzo a desa-
rrollar y aplicar métodos poderosos, algunos de los cuales no pudieron justificar, para re-
solver problemas: no enfatizaron la importancia matematica de los fundamentos del calculo

y realmente no vieron los fundamentos como un area importante del esfuerzo matematico.
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Ahora bien, la definicidén rigurosa de limite surgié debido a que, segun los estandares de rigor
que comenzaron a demandarse a principios del siglo XIX, las versiones originales del Calculo
carecian de la debida consistencia l6gica. En esas versiones originales se recurria cosas como
cantidades infinitamente pequefias, puntos que al moverse generan curvas, o cantidades evanes-
centes. Todas estas ideas fueron descalificadas en la version moderna del Calculo y desaparecie-

ron gradualmente de los textos utilizados para su ensefianza.

Sin embargo, esas cantidades infinitamente pequenas, o infinitesimales, siguieron siendo acepta-
das y utilizadas en la ingenieria y en la fisica, situacion sefialada por Grattan-Guinness (1991) que
menciona que el planteamiento de Cauchy-Weierstrass, basado en los limites, se ha convertido
naturalmente en la forma habitual de ensefianza en los cursos dedicados al calculo o al analisis,
pero que en los cursos de mecanica, astronomia, fisica matematica e ingenieria a menudo se em-
plea la forma euleriana del célculo diferencial por su flexibilidad intuitiva en la construccién de los
modelos diferenciales de los fendmenos fisicos en cuestion. Respecto del escaso entendimiento

del modelo basado en el concepto de limite, rigurosamente definido, Grattan-Guinness ahonda:

En el caso de la ensefianza del calculo, la hegemonia de los limites ha provocado una es-
quizofrenia educacional desafortunada y totalmente innecesaria: el calculo puro no es otra
cosa que epsilonitis de pared a pared e ignora la forma diferencial euleriana del célculo que

los cursos de calculo aplicado con excelente razén a menudo utilizan como elemento basico.

Por forma euleriana del calculo diferencial, Grattan-Guinness se refiere a la version que Euler
propuso, con las ideas Leibniz y Newton como antecedente. Podemos ver, entonces que, en
consideracion de aceptar o no lo infinitamente pequefo, el Calculo del siglo XIX, referido por
Grabiner, no puede coexistir con el de Leibniz o Newton, puesto que proscribe las cantidades
infinitamente pequenas. Asi pues, parece que, si se da prioridad al rigor, debera renunciarse a las
ventajas didacticas de las versiones originales del Calculo. En cambio, si se aceptan las supues-
tas inconsistencias logicas de esas versiones, podran aprovecharse sus cualidades didacticas,

contemplando la necesidad de incorporar cierto rigor en aquellas situaciones que lo ameriten.

Se dice supuestas inconsistencias légicas, ya que, como sabemos, en la década de los
60, Abraham Robinson cred el analisis no estandar (Dauben, 1995), en donde se da consistencia
I6gica a un analisis en el que se aceptan las cantidades infinitamente pequenas. Al respecto, y
continuando con el articulo de Grattan-Guinness, este autor concluye, luego del parrafo antes

referido, que:
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La situacion ha cambiado un poco con la introduccién de cursos de calculo en que se usan
infinitesimales basados en el analisis no estandar, generalmente en formas muy diluidas.
Pero puede emplearse la forma [euleriana] tradicional, con mucho éxito mientras se admita
sin reservas la legitimidad de la diferencial [como incremento infinitamente pequeino de una

cantidad variable].

A continuacion, se describen argumentan algunas cuestiones en favor de esta manera de proce-

der en las aulas de las escuelas de ingenieria.

El limite y la regla de L’Hépital

Si se analizan los textos actuales de Calculo, se puede percibir que se da suma importancia
al calculo del limite de una funcién, definida como un cociente, cuando, para un valor de la
variable, el numerador y el denominador se anula. En estos textos se recurre, al principio, a
funciones racionales y, ocasionalmente irracionales, que por lo general no van mas alla de las

raices cuadradas.

Sabiendo que cada expresion (numerador y denominador) se anula para ese valor de la
variable, digamos, para x=a, se procede a un ejercicio algebraico de factorizacion, obteniendo
como factor comun, en numerador y denominador, el binomio x-a. Luego, debido a que la defini-
cion épsilon delta de limite obliga a considerar valores de la variable diferentes al valor de interés
(x#a), el factor comun se cancela en ambas partes, pudiendo entonces obtener por sustitucion el

valor del limite, a menos de que “la indeterminacion persista”.

Mas adelante, luego de abordar la definicion de derivada y los distintos teoremas para
calcular “cualquier” tipo de funciones, se presenta la llamada “Regla de L'Hépital”, que permite
resolver el mismo problema de la indeterminacion 0/0 para funciones trascendentes. Se nos dice
que esta famosa regla se llama asi en honor al Marqués de L’'Hbpital, quien fuera discipulo de
Leibniz, quien en 1696 escribiera (anénimamente) la primera edicion de su Analisis de los infini-
tamente pequerios para el estudio de las lineas curvas, de manera que L'Hopital no conocia los
limites ni las derivadas, asi que no parece muy apropiado ponerle su nombre. Entonces, ¢ por qué

se le llama asi?

En su Analisis (L'Hopital, 1998), dividido en diez secciones, expone, en la primera de ellas

(11 paginas en la version consultada de un total de 282), las reglas de ese célculo, dos defini-
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ciones, una de las cuales es la de diferencia, seguidas de lo que serian las reglas para obtener
la diferencial de las funciones algebraicas (las funciones trascendentes fueron introducidas por
Euler, mas de medio siglo después. Luego, en las siguientes siete secciones expone las aplica-
ciones del célculo diferencial en la solucién de algunos problemas geométricos relativos a curvas

en el plano.

Finalmente, en la novena seccion aborda la “Solucion de algunos problemas que dependen de
los métodos precedentes” y en la décima una “nueva manera de servirse del calculo de las dife-
rencias en las curvas geométricas, donde se deduce el método de Descartes y Hudde”. La nove-

na seccién comienza con el siguiente:

Sea AMD una linea curva (AP=x, PM=y, AB=a) tal que el valor de la ordenada esté expre-
sado por una fraccion, en la cual el numerador y el denominador se vuelvan cada uno cero
cuando x=q ; es decir, cuando el punto P caiga sobre el punto dado B (figura 1). Se pregunta

cual debe ser entonces el valor de la ordenada BD.

Figura 1. Representacion del problema.
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Procediendo inmediatamente a su solucion (figura 2).

Siendo ANB y COB dos lineas curvas conocidas que tienen a AB como eje comun, y tales que la
ordenada PN exprese el numerador y la ordenada PO del denominador de la fraccion general que

conviene a todas las PM, de modo que:

AB X PN
PM =
PO

Es claro que estas dos curvas se intersectaran en el punto B, dado que, por la suposicion, PN
y PO se vuelven cada una cero cuando el punto P cae en B. Planteado eso, si se concibe una
ordenada bd infinitamente cercana de BD y que intersecta a las lineas curvas ANB y COB en los

puntos fy g, se tendra

d_ABxbf
= g

Lo cual no difiere de BD. Entonces el problema consiste en encontrar la razén entre bg y bf. Ahora
bien, es claro que al volverse AB la Abscisa AP, las ordenadas PN y PO se vuelven nulas, y que
al volverse Ab la abscisa AP, se vuelven bf y bg. De donde se sigue que estas ordenadas, las
mismas bf y bg, hacen la diferencia de las ordenadas en B y b con relacion a las curvas ANB y
COB, y por lo tanto, si se toma la diferencia del numerador y se divide por la diferencia del deno-
minador, después de haber hecho x=a=4b=A4B, se tendra el valor buscado de la ordenada bd o

BD. Lo cual se queria encontrar.
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Figura 2. Solucién del problema.

Como se menciond anteriormente, en la primera seccion del Analisis, L'Hbpital da la definicidon de
diferencia (ahora diferencial), como el infinitamente pequefo de una cantidad variable, asi como
el requerimiento de que “se puedan tomar indistintamente una por la otra a dos cantidades que no
difieran entre si mas que por una cantidad infinitamente pequefa”, lo que, en los textos actuales
de ciencias de la ingenieria, se procede diciendo que la diferencia entre las cantidades es “des-
preciable” y, por lo tanto, se puede eliminar. En la explicacion anterior se han tomado en cuenta

ambas cosas, la definicidn y el requerimiento (suposicion o postulado, en el texto de L'Hbpital).

Después de la explicacion, L'Hbpital expone un ejemplo, en el que numerador y denomi-
nador son funciones irracionales, por lo que tiene que aplicar la serie binomial, conocida para ese

entonces:

Ejemplo 1. Sea

V2a3x — x* — aVazx

A
a— Vax3
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Es claro que cuando , el numerador y el denominador de la fraccién se vuelven iguales a cero.

Por lo cual se tomara la diferencia del numerador,

addx — 2x3dx a’dx

3
2a3 — x* 3Vax?

y se le dividira entre la diferencia del denominador,

3a dx
4V a3x

. . C e 4 16
después de haber hecho x=a, es decir, que se dividira —35 @ dx entre — % dx , locual da - @ para

el valor buscado de BD.

Observemos que, en el planteamiento del problema, L'Hbpital dice que quiere saber el
valor de la ordenada BD, es decir, se propone saber por dénde pasa la grafica de la funcion
propuesta, de manera que, para el ejemplo resuelto, puede decirse que la curva pasa por el

punto (x,y) = (a,%a). Si hacemos a=1, el problema seria encontrar por donde pasa la grafica de

_ Vaxr—xt-3x i 16 .
=— 1= , cuandox=1, y la respuesta obtenida es: por el punto () = (1:?) . Si usamos un sof-

i)

tware de graficacion en el plano, como GeoGebra, siendo f(x) = V2x —x* = ¥x, g) =1-Vx% y ¢() = P

obtendremos las curvas mostradas en la figura 2. El punto buscado seria ? =(1.%5).

Desde la perspectiva del Calculo escolar, tal y como se presenta en las aulas, en el ejem-

. Vzatx—xt-aVaZx
plo propuesto por L’Hopital se habria pedido: Calcular: Im — —s—— y la respuesta debid haber

x—1 a—Vax?

sido 1,
9

En estos textos, el ejercicio se presenta y resuelve, con un lenguaje totalmente simbdlico,
sin aludir a un contexto grafico. Y si se hiciera la interpretacién grafica, se diria que La funcién

() = Z’ijx;& presenta una discontinuidad evitable, cuando x=/. Esto, a pesar de que, en la ac-

tualidad se dispone de software gratuito para la graficacién de curvas en el plano, de manera que
pudiera hacerse la gréafica, indicando que el punto » = (1%) no es parte de la grafica de ¢, ya que

la division entre cero no esta definida.

En cualquier caso, y en respaldo de la perspectiva de L'Hopital, si en un fendbmeno de inte-
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rés de la ingenieria (y me gustaria saber de algunos) se presenta una situacién como la planteada

por L'Hopital, ¢,qué diferencia hay entre suponer que el punto existe, y afirmar que no existe?

Por ultimo, llama la atencién que, desde el primer ejemplo, L'Hépital elige uno en el que se
requiere un trabajo algebraico, de no poca dificultad, como para mostrar la potencia de su méto-

do, situacion mas o menos caracteristica de la época.

Actualmente, cabe reflexionar si, en un curso dirigido a estudiantes de ingenieria, es con-
veniente pedir a los alumnos una gran habilidad en el manejo simbdlico, si el docente no esta

seguro de que, antes que nada, los conceptos importantes han sido aprendidos.

El limite, funciones de punto y el medio continuo

En ciertas situaciones que se presentan en las Ciencias de la Ingenieria, se tiene la necesidad de
definir una determinada funcion en cualquiera de los puntos de una cierta regién del espacio, a
la que suele llamarse funcién de punto. En tales situaciones solia valerse del concepto de limite
para establecer la definicion. Asi, en libros de termodinamica o mecanica de fluidos, podia recu-
rrirse al limite cuando se deseaba definir alguna propiedad de un fluido, como la densidad, o su
reciproco, el volumen especifico. Veamos, por ejemplo, lo que se decia en el texto de Ingenieria

Termodinamica de Burghardt (1984), en el capitulo 2, en el que se daban algunas definiciones:

Existen varias propiedades bien conocidas, pero que debemos definir rigurosamente para
saber con exactitud lo que se desea significar con ellas. Volumen especifico es el volumen
de una sustancia dividido entre su masa. Pero ¢ hay algun punto donde esto deje de ser
cierto? ¢Tendria significado el volumen especifico si se seleccionara una sola molécula
para representar la sustancia que vamos a medir? No. En primer lugar, el volumen especifi-
co es un fendmeno macroscépico; en segundo, para que una propiedad sea macroscépica
debe existir un medio continuo; es decir, las propiedades macroscépicas tienen que variar
continuamente de una a otra sin interrupciones. Decimos regién y no punto porque este
ultimo concepto geométrico (infinitesimal) no puede contener particulas de una sustancia
dada (4,0 si?); de esta manera, el espacio mas pequeno que puede ocupar una sustancia
macroscoépica, sin perder sus propiedades también macroscépicas es una region con un

volumen caracteristico 67". Si el volumen especifico se designa por v, y 6V es un volumen

~ . . &V
pequeno de sustancia, con una masa om, entonces v = m,ll_%‘v,ﬂ .

42



Observamos, en primer lugar, que, al contrario de lo que sucede con la definicion rigurosa de
limite, el contexto fisico nos impide hacer 6V “tan pequeio como se quiera”, lo que lleva al autor
a asumir el fluido como un medio continuo, en un contexto fisico, aunque, con rigor matematico,
no lo sea. El segundo asunto es que, al hablar de un “volumen caracteristico”, para evitar consi-
derar un volumen practicamente vacio, hace innecesario el recurso del limite, ya que, en tal caso,
para determinar el volumen especifico en un punto, bastaria con decir que, siendo 67 el volumen

circundante (esfera o cubo con centro en el punto), y ém’ la masa contenida en tal volumen, el

rp , &V
volumen espeC|f|co en ese punto seria S -

Resulta interesante que, enseguida del texto arriba transcrito, el autor continte diciendo que: La
ecuacion anterior es precisa, pero resultaria tedioso trabajar con ella. Si la sustancia del sistema,
de la cual tratamos de calcular el volumen especifico, tiene una magnitud finita y es homogénea,
entonces el volumen especifico en una parte del sistema sera el mismo que en cualquiera otra de
sus partes, y para un volumen y una masa del sistema, el volumen especifico sera:

|4
vV=—

Indicando, implicitamente, que en adelante se trabajara sélo con sustancias homogéneas. Este

apunte confirma que el uso del limite resulté totalmente innecesario.

Si nos movemos dos décadas en el tiempo, nos encontramos con el texto de Mecanica de fluidos

de White (2008), en el que, para definir la densidad de un fluido (figura 3), nos dice:

Hemos utilizado ya términos técnicos tales como presién y densidad del fluido sin una discusion
rigurosa de su definicion. Sabemos que los fluidos son agregaciones de moléculas, muy separa-
das en los gases y mas proximas en los liquidos. La distancia entre las moléculas es mucho ma-
yor que el diametro de las mismas. Las moléculas no estan fijas en una red, sino que se mueven
libremente. Por ello, la densidad, o masa por unidad de volumen, no tiene un significado preciso,
pues el numero de moléculas en el interior de un volumen cualquiera cambia continuamente. Este
efecto llega a carecer de importancia si la unidad de volumen es mucho mayor que el cubo del es-
paciado molecular, ya que el numero de moléculas contenidas permanecera practicamente cons-
tante a pesar del considerable intercambio a través de sus contornos. Por otro lado, si la unidad
de volumen escogida es demasiado grande, puede haber una variacion notable en la distribucién

global de sus particulas. Esta situacion esta ilustrada en la figura, donde la “densidad” calculada
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a partir de la masa molecular ém de un volumen dado 6V se grafica en funcién del tamafio de la
unidad de volumen. Hay un volumen limite 67* por debajo del cual las variaciones moleculares
pueden ser importantes y por encima del cual las variaciones macroscépicas también lo pueden

ser. La densidad de un fluido se define de modo 6ptimo como:
om

= 1 JR—
P 6Vl—>r§lv* SV

Incertidumbre

p

microscopica
b i
[
[

Incertidumbre
macroscopica

1200

0

Figura 3. Tomada de White (2008).

Observemos que este autor da una definicion bastante parecida a la del anterior, pero este in-
cluye una grafica (figura 3) en la que muestra que, para volumenes muy pequefnos, aparece una
incertidumbre microscépica, debido al enrarecimiento, mientras que, para volimenes demasiado
grandes, también se tiene una incertidumbre, en este caso debida a la variacién de la distribucion

global de las moléculas, pudiendo estar “mas apretadas” en algunas zonas y menos en otras.

En este caso, es la grafica la que hace evidente lo innecesario del recurso del limite, ya que, al
aceptar que existe, no un solo valor, sino todo un intervalo de confiabilidad entre ambas zonas
de incertidumbre, para establecer la definicion bastaria con indicar el valor del “volumen limite”
JoV* (contenido en ese intervalo de confiabilidad) y usar ese valor para la definicion, tal y como se

indico con el texto anterior. Este autor, incluso, indica un valor para ese volumen limite:

El volumen limite 67* es aproximadamente /0~ mm?® para todos los liquidos y gases a pre-
sion atmosférica. Por ejemplo, /0 mm?® de aire en condiciones normales contienen aproxi-
madamente 3 x/0” moléculas, lo cual es suficiente para definir una densidad practicamente

constante de acuerdo con esta ecuacion.
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Después de lo cual, termina diciendo:

La mayor parte de los problemas en la ingenieria estan relacionados con dimensiones fisi-
cas mucho mayores que este volumen limite, de modo que la densidad es esencialmente
una funcién de punto y las propiedades del fluido pueden considerarse como variables con-
tinuas en el espacio [...] En estas condiciones, se dice que el fluido es un medio continuo,
lo cual significa que la variacién de sus propiedades es tan suave que se puede utilizar el
calculo diferencial para analizarla. En todos los estudios incluidos en este libro considera-

remos valida esta premisa.

Para concluir con esta seccidon, vamos a considerar un texto mas actual, el de Termodinamica de

Cengel (2015), en el que, al referirse al continuo, encontramos lo siguiente:

La materia esta constituida por atomos que estan igualmente espaciados en la fase gas. Sin
embargo, es muy conveniente no tomar en cuenta la naturaleza atdmica de una sustancia y
considerarla como materia continua, homogénea y sin ningun hueco, es decir, un continuo.
La idealizacién de continuo permite tratar las propiedades como funciones puntuales y su-
poner que varian en forma continua en el espacio sin saltos discontinuos. Esta idealizaciéon
es valida siempre y cuando el tamafio del sistema analizado sea grande en relacién con
el espacio entre moléculas. Este es el caso de casi todos los problemas a excepcién de
algunos especializados. La idealizacion del continuo esta implicita en muchos enunciados,

como “la densidad del agua en un vaso es la misma en cualquier punto”.

Asi pues, vemos que este autor ya no considera necesario recurrir al limite para hablar de una
funcién de punto. Tampoco considera necesario precisar el valor del volumen de referencia (ca-
racteristico o limite en los autores anteriores), aunque, mas adelante, da algunos datos para

contextualizar cuantitativamente sus argumentos:

Para tener una idea de la distancia que hay a nivel molecular, considere un recipiente lleno
de oxigeno en condiciones atmosféricas. El diametro de la molécula de oxigeno es de al-
rededor de 3x10° m y su masa es de 5.3x/07% kg. Asimismo, la trayectoria libre media del
oxigeno a una presion de 1 atmy C es 6.3x/0% m (unas 200 veces su diametro) antes de
chocar con otra molécula. También hay cerca de 3 %70 moléculas de oxigeno en el peque-

Ao volumen de 1 mm? a 1 atm de presion y 20° C.
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De esta manera, para definir la densidad, simplemente indica: la densidad se define como la

masa por unidad de volumen p = 7+ (kg/m®)

El reciproco de la densidad es el volumen especifico v, que se define como el volumen por uni-

1

14
dad de masa. Es decir: ¥ = ;; = 5, y termina definiendo la densidad en un punto, considerando un

“volumen diferencial”, es decir, un volumen infinitamente pequefo, en lugar de recurrir al limite:

Para un elemento de volumen diferencial de masa Jm y volumen 6V, la densidad se puede

expresar como P = ém/&V.

Asi pues, se puede afirmar que, el recurso del concepto de limite, en la definicion de funciones de

punto, es innecesario e incorrecto.

Los limites infinitos y las asintotas

Otra manera en la que se aborda el “calculo de limites” en los textos “tradicionales”, es el tema de
los limites infinitos, el cual, nuevamente se presenta, igual que en el caso de la “discontinuidad

evitable”, con un lenguaje totalmente simbdlico, soslayando lo verbal y lo grafico.

xM e
Asi, por ejemplo, para cualquier funcién de la forma f&x) = <, siendo n un numero na-

tural, mayor que 1, y un numero real, si se pregunta por el limite de esta funcion, cuando x tiende

a infinito, la respuesta sera la misma:

x4+
lim —— =
X—00 X

Aun cuando el comportamiento de la funcién, para valores cada vez mas grandes de la variable,
sea distinto para cada valor de n. De hecho, la funcién tiene como asintota a glx) = xnfl, que
depende de n.

xM4c

Es decir, la informacién que obtenemos con la respuesta ;51;)10 = o | es insuficiente si

X

se desea describir, con alguna precisién, el comportamiento de la funcién. Veamos, por ejemplo, lo

gue encontramos en textos de electromagnetismo cuando se estudia el tema del campo eléctrico.

En el texto de Fisica para la ciencia y la tecnologia, de Tipler (2000), al considerar el
campo eléctrico debido a una carga lineal infinita, se obtiene que el valor del campo, en un punto

situado a una distancia , de una linea finita cargada, de longitud (figura 4), esta dado por:

46



Figura 4. Tomada de Tipler (2000).

A partir de esta ecuacion, para puntos situados muy lejos de la linea, es decir, para y>>L (lo que
resulta mas o menos equivalente a tomar el limite cuando y—), y recurriendo a la serie binomial,
se obtiene que:

kAL 2\ 2
E(y)=——==kALy! [yz (1 + —2)]
v L%+ y? 4y

E(y) = kAL ’Zl—li +o0(y™
1(y) = kALy 3\52 y

Al considerar que es muy grande (respecto de L), los términos dentro del paréntesis, luego de 1

resultan despreciables, y E;(y) = %L Como ¢ = [dq = [*/*

pAdx=AL es la carga total de la linea,

este resultado nos indica que, en puntos situados muy lejos de la linea, el campo es el mismo

que tendria si en lugar de la linea cargada se tuviera una carga puntual Q=1L (figura 5). Es decir:

kAL
E,(y) =—-
P y2
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Figura 5. Construccién de la situacion fisica

Si, en cambio se considera una linea infinita, tendriamos (figura 4) que 6y = g ysenfy =1,y al

sustituir en (a), obtenemos:

2kA
E(y) =—
y

Si se traza la grafica de las funciones (campo eléctrico en términos de la distancia ) (a),
(b) y (c), se obtienen las curvas mostradas en la figura 5, en las que leemos que, para valores
pequenos de y , respecto de L, el segmento se puede considerar como infinitamente largo, mien-
tras que, para valores muy grandes de y, la linea cargada se puede considerar como una carga
puntual. Estos resultados son invisibles si sélo se calcula el limite cuando y tiende a cero (por la

derecha) o cuando tiende a infinito.

El limite y la velocidad instantanea

En los textos de Mecanica, al comenzar a estudiar de la cinematica de una particula, se definen la
velocidad y la aceleracion para un movimiento rectilineo. Usualmente estas cantidades se definen
como derivadas, interpretadas como razones de cambio. Asi, si una particula se desplaza a lo

largo de un eje x, su posicion, para cualquier tiempo ¢ queda definida por una funcién de posicion
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x(t) , larazén de cambio de esa posicion x, respecto del tiempo, por supuesto, sera la velocidad de

dx
la particula YV = 37, y la razon de cambio de esta sera la aceleracion . En un texto de Calculo, lo
, . “ . dx _d ,
primero que se advertiria, es que lo que “parecen” cocientes d—f y d—: , enrealidad no lo son, ya que

dx, dv'y dt no tienen un significado de manera aislada (no se aceptan las cantidades infinitamente

dx

. Ax
pequefas), en realidad 4 ~ A}TO acdonde Ax Y At son incrementos finitos de x y ¢, respectiva-

mente, de manera que no se puede considerar, de manera separada a dx y dt.

Sin embargo, en un texto de Mecanica, aun cuando la velocidad se defina como
= % - AlliTTO% , casi inmediatamente se procede a “separar” las variables, es decir, la velocidad
es el cociente de las diferenciales de x y ¢. Consideremos, como ejemplo, dos textos de Dinamica
de J. L. Meriam, el primero es una edicién en inglés, de 1952 y el segundo, una traduccion al

espafiol, de 1998, en donde L. G. Kraige es coautor. En Meriam (1952) leemos:

...La velocidad instantanea v en cualquier posicidén sobre su trayectoria es la razon instan-

tanea temporal de cambio del desplazamiento o

ds

Uza

...La aceleracion instantanea a de un punto en cualquier posicion sobre la trayectoria es la

razon temporal instantanea de cambio de la velocidad

__dv

a _ d?s
T odt

ﬂ'. T —
dt2

Eliminando entre estas ecuaciones, se obtiene una relacion entre desplazamiento, veloci-

dad y aceleracion

vdv = ads

Como vemos, no se intenta dar una justificacion para proceder de tal manera, es decir, se acepta

“naturalmente” que la velocidad y la aceleracion son cocientes de diferenciales. Por otra parte, en

Meriam y Kraige (1998), encontramos que, luego de definir la velocidad media y la aceleracion
Av

. . _ . . As .
media, para un intervalo finito (de tiempo) Az, mediante Vmea = 37 Y @med = 7, respectivamente,

se indica:
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...A medida que Atr se va haciendo menor y tiende a cero en el limite, la velocidad media

. . . p . As
tiende a ser la velocidad instantanea del punto, la cual es v = lim = o sea

_ds_'
v—dt—s

...Amedida que se va haciendo menor y tiende a cero, la aceleracion media tiende a ser la

. Av
aceleracion instantanea del punto, la cual es @ = il = o sea

—dv—ﬁOa
T dez T

a=—=
dt

...Eliminando el tiempo entre estas ultimas ecuaciones, resulta una ecuacion diferencial

que relaciona el desplazamiento, velocidad y aceleracion:

vdv = adso bien sds =5§ds

En esta edicidn, los autores si incluyen una breve explicacion, mediante un llamado a pie de pa-

gina, en este ultimo parrafo, en donde se indica:

Las cantidades diferenciales se pueden multiplicar y dividir de la misma forma que las can-

tidades algebraicas.

Asi pues, los autores utilizan la derivada como un limite, pero, inmediatamente después, como un

cociente de diferenciales, es decir, de cantidades infinitamente pequefias.

La integracion y el asunto de la masa

En los textos actuales de Calculo, el proceso de integracién se presenta luego de una larga ex-
posicion tedrica, fundamentada en las sumas de Riemann, que ocupa buena cantidad de tiempo

en las aulas (y espacio en los libros), y resulta poco entendible para la mayoria de los alumnos.

En cursos dirigidos a estudiantes de ingenieria, es posible hacer una presentacién menos
cargada de teoria, y que resulte mas congruente con la manera en la que se utiliza en los tex-
tos de Ciencias de la Ingenieria. En Arcos (2021), por ejemplo, se describe como, partiendo del
problema de determinar la masa de un determinado objeto geométrico, que puede ser una barra

delgada, un alambre curvilineo, una placa plana, un cascarén alabeado, o un sélido, se puede
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concebir cada una de las “distintas” integrales; la integral simple, la integral curvilinea, la integral
de area, la integral de superficie y la integral de volumen. Ello, a partir de una idea presente en la

version leibniziana del Calculo (que se ilustra en la figura 6):

Si la diferencial de una cantidad (entera) P es una parte infinitamente pequefia (elemento)
dP, de ella, y si se conoce una expresion para ese elemento, la suma de todos esos diferenciales

o elementos (en numero infinito), es decir, la integral, dara el valor de la cantidad entera.

Asi, por ejemplo, si se desea calcular la masa de una masa delgada (fig. 6a), no homogé-
nea, en la que, suponemos, esta definida una funcién de densidad lineal d(x) (masa por unidad de
longitud), se elige, como elemento a la masa de la porcion infinitesimal de la barra, de longitud dx,

de manera que dm = §(x)dx y:
b
m:fdm:f&(x)dx

Parala masade un alambre curvilineo, no homogéneo (fig. 6b), con unafuncién de densidad d(x,y,z),
fi —fi
%" dt = ||f ()|t

por lo que, el elemento de masa seria: dm = §(r)ds = §(£(t))IIf (t)lldt y la masa del alambre

el elemento de longitud de arco seria ds = ||PQ|| = |If(t + dt) — f@©)|| = |

b

completo:m = | 8y ds = [ty I eyl
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Figura 6. llustracion del célculo de masa en distintos casos.
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Para la masa de una placa no homogénea, que ocupa una region R sobre el plano xy, y en la que
se supone definida una funcién de densidad (superficial) d(x,y), el elemento de area sera d4A=dx

dy, y el de masa dm=4d(x,y) dA, por lo que la masa de la placa seria:

m:fdm:fﬁ(x,y) dA
R
R

De manera similar se procede con los otros dos casos.
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Introduccion

La formacion matematica de ingenieros es atendida desde distintas disciplinas. Desde la Edu-
cacioén en la Ingenieria una revisiéon de la literatura reporta que las practicas innovadoras para
la ensefianza de las matematicas enfocadas en el estudiante se engloban en cuatro topicos: la
modelizacion, el empoderamiento, el uso de diversas técnicas de aprendizaje y la evaluacion
formativa. Los autores mencionan que el curriculum de matematicas para ingenieria ha tenido
una evolucién constante desde las ideas germinales de los matematicos referentes a la didactica

hacia el desarrollo de teorias y metodologias especificas (Pepin et al., 2021).

Desde la Matematica Educativa (Didactica de la Matematica o Educacion Matematica,
segun la escuela de pensamiento y ubicacidn geografica), una revision de la literatura del periodo
1968-2020 senala que la investigacion con estudiantes de ingenieria se desarrolla principalmente
en las ciencias basicas, mientras que en ciencias de la ingenieria y en asignaturas profesionales
es escasa. Lo anterior, refiere a la organizacioén curricular del modelo politécnico francés por blo-
ques de asignaturas: los dos primeros afios se cursa el bloque de ciencias basicas que incluye
asignaturas de matematicas, fisica, entre otras; el segundo y tercer afio se cursa el bloque de
ciencias de la ingenieria; mientras que el cuarto y quinto afio se cursa el bloque de asignaturas

profesionales que son formacion especializada (Torres-Corrales e Hinojos, en prensa).
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Por lo anterior, se plantea como objetivo: exponer los resultados de tres perspectivas teo-
rico-metodolégicas que problematizan la formacién de ingenieros en asignaturas profesionales
desde la Matematica Educativa; donde problematizar se refiere a tomar en consideracion las
caracteristicas de la ingenieria para el disefio de la investigacion, el analisis y discusion de los

mismos resultados.

Desarrollo

Para dar respuesta al objetivo de investigacion se abordan dos preguntas guias: ¢como identi-
ficar la matematica en la asignatura profesional?, ;como problematizar teérica y metodolégica-

mente la relacién entre la matematica y la ingenieria?

Perspectiva 1

En la formacion de ingenieros es importante realizar investigaciones donde se evidencie el uso
de la matematica escolar. Dicho uso puede considerarse dentro de la formacién matematica del
estudiante de ingenieria, dentro de su formacién en ciencias de la ingenieria o dentro de su for-
macién profesional. Otra forma de analizar los usos de la matematica es a través de considerar

los lugares de trabajo en el ejercicio profesional del ingeniero.

Cosmes-Aragon y Montoya-Delgadillo (2021) reportan un estudio donde investigaron so-
bre conexiones de la matematica con la ingenieria en el area de formacion profesional del estu-
diante de Ingenieria Civil, especificamente en la asignatura de Analisis Estructural de una uni-
versidad chilena. Para ello caracterizaron el trabajo matematico en problemas de la asignatura,
desde el enfoque de los espacios de trabajo matematico extendido y la modelizacion. Como parte
de su recoleccién de datos, realizaron observaciones de clase no participante bajo la metodologia
cualitativa con el método del estudio de caso. Donde el caso fue el programa de Ingenieria Civil

de una universidad chilena.

Dentro de las lineas de investigacidén en el marco de la teoria de los Espacios de Trabajo
Matematico (ETM) se encuentra analizar relaciones entre la matematica y otras disciplinas. Al
respecto, Moutet (2016) realiza una extensién al ETM para analizar relaciones entre la matema-

tica y la fisica. Cosmes- Aragon y Montoya-Delgadillo (2021) basado en la extension realizada
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por Moutet (2016), realizan una extension del ETM para analizar relaciones entre la matematica
y la ingenieria; realizan un dialogo entre el ETM extendido y el ciclo de modelizacion propues-
to por Borromeo-Ferri (2006). La modelizacion matematica en la construccion de conocimiento
matematico puede ser vista desde distintos enfoques tedricos. Algunas lineas de investigacion
consideran a la modelizacion como un proceso, el cual asocian con un ciclo que a, su vez, visto
como un insumo metodolégico para reconstruir cognitivamente las rutas de trabajo del estudiante/

profesor durante la modelizacién del problema (Borromeo-Ferri, 2010).

Con la intencién de analizar de una manera mas fina los objetos matematicos utilizados
en el proceso de solucion de los problemas, se hace necesario tomar en cuenta la construccion
cognitiva del trabajo matematico con apoyo de una teoria externa a la asociada a la modelizacion.
En este sentido, Cosmes-Aragén y Montoya-Delgadillo (2021) conectan el ciclo de modelizacion
con la teoria de los Espacios de Trabajo Matematico extendido a la ingenieria para asi analizar
el proceso de modelizacion. De esta manera conectan modelizacion y ETM extendido a través
de tomar en cuenta cada etapa del ciclo de modelizacion y utilizar el ETM para analizar los ciclos

asociados a la modelizacion.

Desde la teoria de los Espacios de Trabajo Matematico (Kuzniak y Richard, 2014), es
posible construir conexiones matematico-ingenieriles desde 3 tipos de espacios de trabajo mate-
matico: (1) El espacio de trabajo matematico de referencia para la ingenieria en el que se indaga
sobre dichas conexiones considerando literatura especializada sobre la o las areas de interés, por
ejemplo, en el caso del andlisis de estructuras reportado en Cosmes Aragon y Montoya Delgadillo
(2021) se considera el saber relacionado con libros de consulta; (2) Un espacio de trabajo idoneo
para la ingenieria; en este tipo de espacio el acceso puede ser a través del profesor que impar-
te clases de ingenieria, ya sea en escenarios de asignaturas de la especialidad donde imparte
clases o0 en escenarios donde el profesor realiza un disefio de contenidos; y (3) Un espacio de

trabajo personal para la ingenieria, el cual puede asociarse al trabajo de los estudiantes.

Montoya-Delgadillo y Cosmes-Aragon (2021) destacan la relevancia de considerar las cone-
xiones e identificar objetos matematicos con ingenieria via la modelizacion. Para ello utilizan cuatro
momentos de trabajo en la clase de Analisis Estructural y asocian cada momento de clase con el
ciclo de modelizaciéon (Borromeo, 2009). Ante ello, y desde un punto de vista metodolégico, realizan
conexiones entre el trabajo matematico y el ingenieril basados en momentos de clase asociados con

la modelizacién matematica articulando el ETM extendido y el ciclo de modelizacién, como sigue:

56



Se considera la relacion entre los planos epistemolégicos de la matematica y la inge-
nieria articulados con la dimension cognitiva, esto a través de tres génesis: (1) la génesis
semiotica, donde los signos de la matematica y de la ingenieria se interpretan para hacer
tangibles los objetos matematico-ingenieriles via un proceso semiotico; (2) la génesis
instrumental; aqui, los artefactos ya sean del tipo simbdlicos o tecnoldgicos son utiliza-
dos para construir soluciones a los problemas, y (3) una génesis discursiva, que pone al
servicio del razonamiento, el uso de definiciones, propiedades y teoremas matematico-in-

genieriles.

Para el analisis correspondiente a las clases en observacion se realizé una division en
momentos y cada uno de ellos se relaciona con las dimensiones epistemoldgicas y cognitivas del
ETM extendido explicadas con anterioridad. Los momentos son: (1) presentacion de un problema
y entendimiento del problema a resolver; (2) consideraciones desde el contexto extramatematico
presentado, con la finalidad de estructurar y realizar simplificaciones de la situacién; (3) identifi-
cacion de la presencia de un modelo ingenieril asociado a la situacion; y (4) presentacion de los
resultados obtenidos y el analisis de los mismos con la finalidad de corroborar los procesos que

se han llevado a cabo y validarlos (Montoya-Delgadillo y Cosmes- Aragén, 2021, pp. 162-163).

En este sentido, un acercamiento a las situaciones académicas que consideren una cone-
xién entre matematicas e ingenieria es posible desde lo que hemos senalado, pues vincular mo-
delacién con ETM posibilita dichas conexiones. En Cosmes-Aragén y Montoya-Delgadillo (2021)
se evidencia la posibilidad de conectar matematicas e ingenieria via situaciones académicas de
modelizacion. En su reporte declaran que objetos matematicos asociados a modelos matemati-
cos, permiten tal conexion. Asi, identifican objetos matematicos-ingenieriles asociados a la forma-
cion profesional en estructuras, tales como: objetos del célculo asociadas a la funcién, la derivada

y la integral para el calculo de estructuras estaticamente determinadas (isostaticas).

Perspectiva 2

Desde la Socioepistemologia (TS) se tienen diversas lineas de investigacion a través de las cua-
les se estudia la construccion social del conocimiento matematico por medio de los usos y la fun-
cionalidad que tiene la matematica, en distintos niveles de contextualizacién donde la matematica

adquiere significado (Cantoral, 2016).
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Es particularmente en los escenarios histéricos donde se ha encontrado un amplio abani-
co de posibilidades, desde investigaciones de corte puramente histérico, de corte histérico-didac-
tico, o bien de corte historico-epistemolégico. Como mencionan Arcos et al. (2022), la importancia
y prevalencia de este tipo de estudios, mas alla de presentar la historia como algo anecdético o
motivacional, radica en la potencialidad del uso de la historia como un escenario contextual que
desarrolle la construccion de conocimiento matematico de manera mas robusta, no buscando
generar anacronismos, sino mas bien enfocandose en y criticando la aparente atemporalidad que
tiene el conocimiento matematico, evidenciando la evolucion, adaptaciones y transformaciones

que este sufre a lo largo de las distintas épocas, sociedades y culturas.

Es en el paradigma de los estudios de corte histdrico-epistemologico, de donde es posible
rescatar elementos y significados de la matematica, los cuales pudieron haber sido opacados en
favor de otros mas acordes a las necesidades de la sociedad de dicha época, pero que al ser
recontextualizados podrian favorecer a la construccion de conocimiento matematico mas robusto

o0 a la resignificacion de un conocimiento matematico especifico.

Bajo este paradigma se desarroll6 la investigacion de Hinojos (2020), donde se tomo el
contexto de la formacion de profesionales de la ingenieria en el area de Ingenieria Eléctrica, en la
asignatura de Electronica de Potencia, para problematizar una matematica en la practica cercana
al quehacer profesional: el estudio de fendmenos eléctricos en estado estacionario y su relacién

con la teoria de Fourier.

Si bien, la inquietud inicial de dicha investigacién se enfoca en 4,por qué es la serie trigo-
nométrica de Fourier un contenido matematico que deben estudiar y utilizar quienes se dedican
de manera profesional a la ingenieria eléctrica?, esta se modific a raiz del analisis de las obras
originales de cientificos del siglo XIX hacia ¢,qué relacion existe entre la propagacién del calor y la
transmision de la electricidad?, lo cual llevd a encontrar similitudes entre las diversas caracteris-
ticas y propiedades fisicas de ambos fendmenos y que el modelo matematico que los representa
es, técnicamente, el mismo. En esta seccion se describe de manera breve lo principal del enfoque
utilizado para realizar dicho estudio, y los diversos resultados y ampliaciones que ha tenido la

linea del investigador a raiz de su continuidad.

En primer lugar, la problematizacién parte de analizar al conocimiento matematico puesto
en uso (saber desde la TS), en un escenario contextual y temporalmente situado. Este saber se

descompone en cuatro dimensiones entrelazadas entre si, pero que por motivos metodoldgicos

58



se separan de manera intencional (Hinojos, 2020), de dicha separacion se focaliza entonces en

la dimensién epistemoldgica, de la cual se estudian otros aspectos (figura 1).

Anilisis Preliminar Anilisis a priori N Anilisis a posteriori
( Problematizacion del saber \ Construccion de hipotesis de diseiio h

. X L Confrontacién entre las hipotesis
Construccion del disefio s—— ) a5 hupe

. L y la Intervencion en el Escenario
Establecimiento de las respuestas esperadas - Final
“Ina

l y.

Intervencion Didactica

Dimension Sociocultural

Dimensién .
Epistemolégica
S—

Andlisis historico-epistemologico

Pilotaje de la Situacion de Aprendizaje

[

Redisefio de la Situacion de Aprendizaje

Intervencion en el Escenario Final

Hipotesis Epistemologica
Concepcion del disefio

Figura 1. Modelo de la Ingenieria Didactica (Hinojos, 2020, p. 31).

Es en esta focalizacién en la dimensién epistemologica que cobra sentido hablar de un analisis
histérico-epistemoldgico del saber, para lo cual se caracterizan tres niveles de contextualizacion
(cultural, situacional y de significacion) a través de las diversas metodologias desarrolladas para
este fin, y de las cuales se desprenden las hipdtesis epistemoldgicas que guian la construccién

de los disenos para intervencion didactica (Hinojos et al., 2020)

La intervencion didactica es una metodologia que permite incidir en aspectos del ambien-
te educativo, la cual puede darse en dos modalidades: como planificacion y disefo de clase, y
como evaluacion y control del proceso de aprendizaje; ambas modalidades pueden disefiarse de

manera individual o simultanea (Varela, 2016).

La modalidad simultanea contempla el llenado de una tabla de apoyo donde se espe-
cifican aspectos de la planeacion, el disefo, la ejecucion y la evaluacién de un conocimiento a

escolarizar (tabla 1). Pero en el presente capitulo, reportamos el momento de Disefio.
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Tabla 1
Esquema de la intervencion didactica

Post-interven-

Fases Pre-intervencion Intervencion ..
cion
Planeacion Diseno Ejecucion Evaluacion
Momento Actividades o
Objetivos Contenidos Meétodos Evaluacion
instrumentos
i Qué  Cuando . ; Como realizar ; Como
¢ ¢ ¢,Coémo se va ¢ ¢
Preguntas sevaa sevaa la intervencién evidenciar el
a aprender?
aprender? aprender? didactica? aprendizaje?

Fuente: construido con base en (Lépez-Moya, 2004).

El disefio de actividades o instrumentos para desarrollar el aprendizaje de un conocimiento es
un proceso de construccion y refinamiento continuo que requiere de metodologias concretas, un
ejemplo de este tipo de metodologia es el presentado por Hinojos et al. (2020) donde los autores
exponen los principios de disefio de tareas en socioepistemologia, se menciona que la proble-
matizacion del saber provee del marco de dominio especifico que en conjunto con la Ingenieria
Didactica permiten establecer las hipotesis epistemoldgicas que orientan la construccion de ins-

trumentos de intervencién con base en la investigacion.

La problematizacion desde la dimension epistemolégica a través de una metodologia de
analisis historico-epistemolégico considera tres elementos: (1) lo situacional donde se identifican
las condiciones sociales, culturales, laborales y temporales del autor y su obra; (2) el conocimien-
to matematico y su significado, donde se reconstruye la obra utilizando herramientas contempora-
neas, se identifican los principales resultados y su relacion con el estado actual del conocimiento;
y (3) los invariantes en el uso del conocimiento matematico, que refiere a reconocer las nociones

que permiten la construccion de conocimiento (Arcos et al., 2022; Hinojos et al., 2023).

Fueatravésdeestoselementos que sedetermindunahipoétesisqueorienté aldisenodelastareasque
conformanelinstrumentointervencién“lanociéndeestadoestacionariopuederesignificarse median-
te el uso de analogias entre calory electricidad dada la racionalidad contextualizada de las obras de

cientificos delsiglo XIX”, que se cristalizé en una secuencia de cuatro tareas (Hinojos y Farfan, 2019):
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e Tarea 1. Con base en la obra de Thomson se trabaja con la analogia material en un paradig-
ma estético.

e Tarea 2. Con base en la obra de Ohm se trabaja con la analogia semiformal en un paradigma
dinamico.

e Tarea 3. Con base en la obra de Maxwell se trabaja con la analogia formal en un paradigma
dinamico.

e Tarea 4. Problemas de circuitos eléctricos en estado estacionario en un paradigma dinamico.

Posteriormente, con base en los resultados de la implementacion de la intervencién didactica con
estudiantes de ingenieria eléctrica de una universidad mexicana, se identificd que el estado es-
tacionario se caracteriza epistemolégicamente como: una nocién matematica relativa a funciones
de primer o segundo orden, que se expresa mediante modelos matematicos algebraicos y argu-
mentos graficos, que adquiere significados mas robustos al contextualizarse en problemas de la
fisica y la ingenieria. Este estado ademas se relaciona con un comportamiento que tiende una
magnitud constante o con oscilaciones periddicas y acotadas después de un estado transitorio

donde la magnitud cambia rapidamente durante un intervalo corto.

El principal resultado de esto, ademas del aporte de la problematizacién de un saber ma-
teméatico dentro de la ingenieria, es la configuracion del método de siete pasos para el analisis
histérico-epistemoldgico, el cual ha sido utilizado en investigaciones posteriores, como Hinojos et
al. (2023), donde se analizo la construccién de la integral para la determinacion de la longitud de
arco en las obras de Fermat y van Heuraet, que en conjunto con la metodologia de la intervencion

didactica permitié su aplicacion en clase regular de Calculo Integral para estudiantes de ingenieria.

Perspectiva 3

Una estrategia para identificar la matematica de interés en una asignatura profesional es: 1)
entrevistar a profesores y estudiantes de asignaturas profesionales, y 2) consultar los planes y
programas de estudio. De las entrevistas se tiene un punto de partida y de contraste para ubicar
el contenido matematico de sus usuarios. Mientras que de la revision de los planes y programas
se realiza un rastreo minucioso del contenido matematico de interés, primero se identifica del
temario la terminologia relacionada y posteriormente en los libros de bibliografia (basica y de

consulta) se profundiza.
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Si bien se considera que la matematica tiene una nomenclatura universal, la contextuali-
zacion en los problemas de la ingenieria condiciona el simbolismo y la terminologia. Una estrate-
gia es primero buscar el contenido matematico de interés que es familiar: expresiones algebrai-
cas, tablas de datos, graficas, diagramas y expresiones numéricas. Posteriormente se recurre
a entender el contenido disciplinar por inmersiéon propia y con el apoyo de profesores de las
asignaturas profesionales. Finalmente se estudia el contenido matematico de interés en y desde
el contenido disciplinar, pudiéndose hacer con un andlisis documental y con un andlisis en su

contexto natural de produccion.

Una estrategia para problematizar teérica y metodolégicamente la relacion entre mate-
matica y la ingenieria proviene de la Teoria Socioepistemolégica y el método etnografico. Ambos
comparten como objetivo entender el quehacer de un grupo humano desde lo situacional. La
Teoria Socioepistemoldgica atiende el conocimiento matematico con herramientas analiticas es-
pecificas al interés de investigacion y el método etnografico atiende cualquier aspecto cultural a

través de un control sistematizado de realizar investigacion social (Torres-Corrales et al., 2020).

En esta direccion, Torres-Corrales (2020) realiza una investigacion con estudiantes de In-
genieria Mecatrénica en la asignatura de Robética Industrial de una universidad mexicana, cuyo
interés fue el estudio de los usos y significados de la trigopnometria en el problema cinematico

directo de robots seriales que se resuelve con el algoritmo de Denavit-Hartenberg.

De la Teoria Socioepistemoldgica se tiene el estudio de la contextualizacién del contenido
matematico y disciplinar a partir de tres niveles: (1) el contexto cultural, de donde se reconoce la
identidad y el quehacer de un grupo humano; (2) el contexto situacional, de donde se identifican
las condiciones donde se lleva a cabo la actividad matematica, por ejemplo, lugar, tiempos, par-
ticipantes, dentro o fuera de la escuela; y (3) contexto de significacion, situado en los contextos
cultural y situacional, la interpretacion de los significados de la matematica que son intrinsecos sin
importar el problema, simbolismo y grupo humano que utilice dicho conocimiento (Torres-Corrales
y Montiel, 2020).

Del método etnografico se abordan dos acercamientos: recoleccion y produccion de da-
tos. La recoleccion de datos se hace con la revision de documentos (manuales, libros, articulos
especializados) y la produccion de datos se hace con un trabajo de campo. Para cada acerca-

miento se emplean técnicas etnograficas: observacion no participante para la recoleccion de
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datos y observacion participante y conversacién (entrevistas colectivas e individuales) para la
produccion de datos. La observacion no participante refiere cuando el investigador no influye en
los datos, mientras que la observacion participante se tiene influencia por el hecho de estar con
el grupo humano, aun con un grado de implicacion pasivo (mirar y escuchar) porque al ser ajeno
al grupo los miembros pueden modificar su comportamiento habitual. Con la recoleccién de datos
se interpreta lo que dicen que hacen a partir de documentos, mientras que desde la produccion
de datos se interpreta lo que hacen y dicen desde el contexto donde se gestan los datos mediante

escuchar y dialogar con los miembros del grupo (Torres-Corrales y Montiel-Espinosa, 2022).

La articulacién entre la Teoria Socioepistemoldgica y el método etnografico responde a la
complejidad del objeto de estudio de la matematica para la formacion de ingenieros. La manera
particular de problematizar la relacion entre matematica y la ingenieria brinda rigor a la investi-
gacion tanto en control del registro de datos, el analisis con diversas fuentes de informacion y la

triangulacién de resultados (Torres-Corrales et al., 2020).

La forma descrita de hacer investigacion genera una amplia cantidad de datos que resulta
compleja de organizar, analizar y comunicar. Se trata de una investigacion con distintas fases, en
la cual se requiere hacer de manera particular revisiones de literatura, estructuras metodoldgicas
y plantear preguntas auxiliares de investigacion con la finalidad de atender una pieza de interés

que importa para entender el objeto de estudio en su totalidad.

Reflexiones finales

Las tres perspectivas mostradas evidencian estrategias teérico-metodoldgicas para problemati-
zar la formacion de ingenieros en asignaturas profesionales desde la Matematica Educativa. La
perspectiva 1 trato la formacion de estudiantes de Ingenieria Civil en la asignatura de Analisis
Estructural a través de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM), extendido a la ingenieria y la
modelizacion. La perspectiva 2 abordé la formacion de estudiantes de Ingenieria Eléctrica en la
asignatura de Electronica de Potencia y en el contexto de una intervencion didactica construida
con base en el analisis histérico-epistemolégico de la Teoria Socioepistemoldgica. La perspectiva
3 atendi6 la formaciéon de estudiantes de Ingenieria Mecatronica en la asignatura de Robdética
Industrial, mediante un analisis cualitativo de la actividad matematica desde la Teoria Socioepis-

temoldgica y el método etnografico.
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Estas comparten que la problematizacion de la formacién de ingenieros en asignaturas
profesionales conlleva el reto de entender tanto el conocimiento matematico como el disciplinar
involucrados en el problema, teniendo en consideracién que ambos son indistinguibles entre si
dada su articulacion. Para ello se recurre a la literatura especializada (revistas de ingenieria y
manuales disciplinares), obras antiguas de donde surge una pieza de conocimiento matematico,

las explicaciones del profesor y las producciones del trabajo del estudiante de ingenieria.

Si bien estas perspectivas hacen un analisis cualitativo que permite la comprension a
profundidad de la problematica de la formacion de ingenieros que traté cada problema de inves-
tigacién particular, se limitan a estudios de caso que van de grupos de 6 a 30 participantes. Por
ello, para dar explicaciones generalizadas del fendmeno educativo se plantea como prospectiva
de investigacion realizar analisis cuantitativos que permitan generar estudios con muestras de

mayor cantidad de participantes.

A partir de los resultados de corte tedrico-metodolégico mostrados, se identifica que la
formacion matematica de ingenieros en el ambito escolar es una linea de investigacion que debe
robustecerse a través del estudio del quehacer de la ingenieria en situaciones no escolares, el
estudio del contexto del lugar de trabajo como la industria y el desarrollo tecnolégico, entender
cémo la matematica en esos contextos puede ser traspuesta o adaptada para la escuela y la for-

macion docente del profesor de matematicas para ingenieria.

Por ultimo, concluimos que el trabajo de investigacion no debe mantenerse aislado de la
realidad escolar, sino que debe existir un didlogo permanente entre investigadores, docentes e
ingenieros en servicio para realizar los ajustes necesarios al curriculum y que este impacte en la

formacion de los futuros profesionales de la ingenieria.
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Introduccion

Con el interés de integrar las Tecnologias de la Informaciéon y Comunicacién (TIC) en la ense-
fanza de las matematicas, nos proponemos analizar una aplicacion informatica que emplean
estudiantes de ingenieria en su dispositivo movil para obtener desarrollos en serie de Fourier de
funciones del calculo diferencial, Gtil en los cursos de ecuaciones diferenciales que se ensefian

en el Tecnolégico Nacional de México (TecNM).

El desarrollo de la aplicacion se inicio a mediados del ano 2018 y fue concluida a finales
del 2020, por un estudiante del programa de Maestria en Sistemas Computacionales del Campus
Chihuahua IlI. Dicho programa se nutre de proyectos de investigacion que derivan de dos Cuer-
pos Académicos. Uno de estos es el de Educacion Matematica y Computacién, que actualmente
se encuentra en el nivel de En Consolidacion,? el cual consiente las lineas de investigacion: 1)

Didactica de la Matematica y 2) Tecnologias Aplicadas a la Educacion.

Los proyectos son orientados en atender con ese tipo de creaciones problemas de ense-
flanza especificos de la matematica escolar. A la fecha se cuenta con desarrollos relacionados
con algunos temas, principalmente, de Algebra Lineal y Ecuaciones Diferenciales. Los problemas
que se presentan en la definicidon de ese tipo de proyectos es fincarles un marco teérico adecua-

do, debido a la coyuntura de involucrar dos disciplinas complementarias: la Matematica y la Infor-

2 Reconocido por el Programa para el Desarrollo Profesional Docente, PRODEP-SEP.
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matica. Este es un problema nuevo que destaca de la ensefianza de la matematica como ciencia,
debido a ese interés por las TIC, y hace necesario nuevas componentes de analisis, razén por la

cual existe poca literatura al respecto.

Las referencias de Balacheff (1994) y Acosta, (2007), que se discuten mas adelante, son
practicamente las unicas vy, si bien orientan la investigacién en el intento de relacionar estas dis-
ciplinas a través de Teoria de la Transposicién Didactica, la primera, y la Teoria Antropolégica
de lo Didactico (TAD), la segunda, sus escritos no tuvieron el alcance esperado, de suerte que

emprendieran mejorar la estructura de investigacion que los autores proponen.

No obstante, creemos que el concepto de Organizacién Matematica (OM) definido por
Chevallard (1999), en el marco de la TAD, es una estructura que ayuda al profesor a organizar
los argumentos fundamentales: tareas, técnicas y tecnologias, necesarias para el ejercicio de
la resolucion de actividades escolares de la matematica, y permite unir dichos argumentos con
aquellos de la informatica que, naturalmente, surgen durante la creacién de desarrollos tecno-
I6gicos. Ante esto, no es posible vigilar el uso de herramientas computacionales en el salén de
clases, viéndolas simplemente como instrumentos didacticos, sin analizar los alcances de su uso

durante la elaboracion de organizaciones matematicas (Acosta, 2007, p. 87).

De esta manera, nuestro objetivo se centra en construir una Organizacion Matematica
OM1, que involucre los conocimientos de las series de Fourier en las tareas, técnicas y teoremas,
partiendo de una experiencia de ensenanza. Asi como, estudiar la interaccion de las tareas,
técnicas y objetos de esa OM, con las tareas, técnicas y objetos de una OM, que modelice la
resolucion de ejercicios de series de Fourier en la aplicacion informatica mencionada, asi como

presentar las dificultades encontradas en la construccion de ambas organizaciones.

Las actividades citadas determinan una “modelizacion” del diseio de la aplicacion infor-
matica. Desde la TAD, la modelizacion se fundamenta en asumir que la actividad matematica “se
puede describir a través de ciertas herramientas de la TAD” y, en consecuencia, se propone un

modelo general de las actividades formuladas en términos de OM.

En la direccion de la modelizacion, y su adopcion en las actividades del aula, en el estudio
de Barquero et. al (2007), las OM se miran como instrumento de articulacion de las matematicas
en la matematizacion de problemas de la fisica-matematica, en los ciclos universitarios de cien-
cias. Los autores confrontaron la poca visibilidad de las técnicas durante la matematizacién de

ciertos tipos de problemas. Otros, como Bronner y Larguier (2007), utilizaron OM en el bachillera-
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to para dar continuidad a los aprendizajes entre diferentes ambitos como lo numérico, algebraico

y funcional.

De lado de los desarrollos tecnolédgicos estudiados desde la perspectiva de la TAD, Acosta
(2007) analizé el uso de ostensivos computarizados a través de dibujos dinamicos manipulados
en pantalla, del software Cabri, en una institucion académica de formacién de profesores en Co-
lombia. También, en Moreno et. al (2022) se analiz6 el desarrollo de una aplicacion informatica
que convierte funciones utilizando el teorema de la transformada de Laplace. La aplicacion se
distingue de otras debido a que las técnicas matematicas que se emplean son semejantes a las
utilizadas por los estudiantes en su cuaderno de trabajo. Otras aplicaciones de este tipo fueron
realizadas por Duarte (2020), para el desarrollo de funciones en series de Fourier, que se analiza

en este documento, y Garcia (2020), para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

Ostensivos y no ostensivos

El objetivo de la TAD se centra en las dimensiones sociales de los fendmenos didacticos, intere-
sandose en liberar el estudio de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas de los estatutos
rigurosos a los que les tiene sometidos la institucién escolar. Para ello, da importancia a la trans-
formacion de los “objetos” de la matematica en actividades practicas que ayudan en la resolucién

de problemas de la matematica escolar.

La herramienta que mueve esas actividades es el concepto de “ostensivo”, eje transversal
de la TAD, y del presente articulo, que se concibe como un instrumento posible de la actividad
humana. Boch y Chevallard (1999) asumen que los ostensivos “constituyen la materia prima de
las tareas, técnicas y objetos, de las distintas organizaciones de que se compone el conocimiento

matematico”; motivaremos esto ultimo con el siguiente ejemplo:

En un curso de ecuaciones diferenciales ordinarias que se lleva en el nivel de ingenieria, se pide
a estudiantes determinar la solucién homogénea asociada a la siguiente ecuacion diferencial de

segundo orden:

y +3y +2y=e"
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Una dinamica sencilla para la resolucion consiste en organizar una “ecuacién caracteristica aso-

ciada” a la ecuacion diferencial homogénea,y” + 3y"+ 2y = 0, en la forma:
m>+3m+2=0

Esta ultima despoja a la ecuacion original de sus derivadas y la convierte en una expresion
aritmética facil de manipular y resolver, toda vez que guarda la forma general de una ecuacién

cuadratica aritmética y es semejante a la ecuacion diferencial, no obstante, se factoriza como:
m+2)(m+1)=0

Siendo las “raices” que la resuelven: m=-2 y m=-1. De aqui se obtienen las soluciones parciales

de la ecuacién diferencial homogénea de la siguiente manera:
— —2x — —X
Y1 =6€e 7, Y2 = 6€

Detras de esa manipulacion se encuentra otra dinamica que hace suponer una funcién solucion
para la ecuacion diferencial en la forma y=e¢™, que en lo sucesivo llamaremos “objeto”, la cual
permite con sus derivadas: y'=me™, y " '=m’ e™, el establecimiento de la ecuacion caracteristica

asociada, m?’+3m+2=0y su solucion en la forma expuesta.

En la primera dinamica la ecuacion diferencial se transforma en una ecuacion aritmética
alejada de la suposicion y=e™ que la justifica, es decir, esta ultima deja de ser importante en la
resolucién y se manipulan “ostensivos” con los que se trata de justificar la resoluciéon de la ecua-
cion diferencial. Si bien los ostensivos, involucrados en la ecuacién aritmética, se alejan de la

suposicion que justifica la solucion, estos son necesarios para resolver la ecuacion diferencial.

En la segunda dinamica, de la funcion y=e™ se “desprende” una forma de “hacer algo”,
una técnica, que de ella se engendra, de naturaleza semejante al objeto. La técnica permite a
los estudiantes, de manera inconsciente, “manipular” o trabajar la funcion solucién propuesta,
aun cuando ausente en la primera dinamica. No obstante, ese “hacer algo” no es en si mismo el
objeto sino ostensivos que ponen en juego otros objetos (Bosch y Chevallard, 1999). De aqui que

la técnica resulta de la manipulacion de ostensivos.

Los ostensivos son, luego, objetos en forma de palabras y notaciones, accesibles a los
sentidos, que surgen intencionalmente de los estudiantes al confrontar actividades de la mate-

matica escolar. Esos objetos son demandados a sus “practicas sociales” ante la necesidad de
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resolver una tarea o actividad, en este caso la ecuacion diferencial homogénea asociada.

No obstante, existe una correlacién implicita, un tanto escondida, en el ir y venir entre
los ostensivos y el objeto, que garantiza la resolucién de la ecuacién diferencial. En ese caso el
objeto y=em™, “justifica” la actividad de la técnica utilizada: m’+3m+2=0, asumiéndose “tecnologia”
(es decir, se encuentra en un nivel tedrico por encima de la técnica que engendra, la cual inicial-
mente aceptamos como actividad practica) o bien, con el adjetivo que le confiere Chevallard, un

“no ostensivo”.

La funcion y=e™, que pone en actividad los ostensivos, corresponde a un tipo de objetos
tecnoldgicos no ostensivos. Los no ostensivos son aquellos objetos de la matematica: teoremas,
definiciones, axiomas, conceptos, etc. De esta forma, la ambivalencia, es decir, el ir y venir entre
ostensivos y no ostensivos especificos, “describe” la actividad que lleva a la resolucién de tareas
de la matematica escolar, en un esquema que involucra tecnologias, técnicas y tareas, pero ;Qué

importancia tiene ese tipo de descripcién en la ensefianza de la matematica?

Segun Bosch y Chevallard (1999) la “naturaleza del objeto” se refiere al problema de des-
cribir actividades practicas en las que el objeto mismo esté de por medio. Durante la resolucién de
la ecuacion diferencial, ya no nos preguntamos por el objeto-funcidn y=e¢™ sino por los ostensivos
que determinan ciertos tipos de tareas y técnicas que los componen y por los elementos “tecnolé-
gicos” y tedricos que describen y justifican esas actividades. Esto que Chevallard (1997) concibe
como una Praxeologia u OM la cual modeliza la actividad humana, y tratamos de explicar en el

siguiente apartado.

Por su lado, el uso de TIC en la ensefianza de la matematica es por hoy una inquietud
creciente en las instituciones del nivel superior, de las que se espera que su utilidad ayude a
mejorar el aprendizaje. Sin embargo, los usuarios no han tomado en consideracion que ese tipo
de herramientas han sido creadas, salvo ciertas excepciones, desde un punto de vista mercantil,
no didactico. Esta afectacion hace que los resultados que se esperan durante la resolucién de
ejercicios no sean los esperados en cuanto a su comparacion con aquellos que obtienen los es-
tudiantes en su cuaderno de trabajo. De esta manera, cuando se crea un desarrollo informatico
que resuelve ejercicios de la matematica, se esperaria que los resultados que devuelva sean lo
mas parecido a los que se obtienen en el aula, o bien los que consigue el estudiante durante su

manipulacién. Sin embargo, en diferentes aplicaciones esto ultimo no ocurre.
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Por ejemplo, es comun que al solicitar a la version en linea de WolframAlpha3 la resolucion
de una ecuacion diferencial como: y “"+y=tan(x), devuelva resultados que no coinciden, o se alejan
demasiado, con los obtenidos en el aula. La ecuacion comunmente se resuelve por el método
sugerido en el programa de estudios, conocido como de “variacion de parametros”, con el que se

llega a la siguiente solucion:

v(x) = cycos (x) + cpsen(x) — cos(x) - In (sen(x) + tan (x))

El método implica técnicas y ostensivos que involucran la regla de Cramer, la resolucién de deter-

minantes y procesos de integracién, eventualmente incomodos, para llegar a la solucion.
Sin embargo, la soluciéon que devuelve el software difiere considerablemente de esta ulti-
ma, es decir, (ver figura 1):

y(x) = cycos (x) + cysen(x) + cos (x) - 1n (CDS (g) — sen (J—ZC)) —cos(x) - 1n (cos (jz—c) + sen (sz))

Las diferencias entre ambos resultados son considerables y establecen algunos conflic-
tos, didacticos y técnicos, con el uso de la aplicacién. Uno de estos es la confusién que crean en
los estudiantes que ejercitan por primera vez el método de variacion de parametros y otro tiene
que ver con las técnicas matematicas utilizadas para la creacién del desarrollo, las cuales, evi-

dentemente, no corresponden a las utilizadas en el aula.

Figura 1. Solucién de la ecuacion diferencial en WolframAlpha.

3 Véase: https://www.wolframalpha.com/
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De modo es que una condicidon que se debe imponer al desarrollo de aplicaciones informaticas
para ser usadas durante la resolucién de problemas en el aula es que los resultados que devuelva
su interfaz sean desarrollados a través de técnicas desprendidas de teoremas o definiciones, tal

como sucede en el salén de clases.

Teoria Antropologica de lo Didactico

En la TAD, Chevallard (2007) define las Praxeologias partiendo de ostensivos cercanos a las in-
teracciones cotidianas de los profesores y estudiantes, a través de los tipos de tareas T, técnicas
7, ¥ tecnologias 6. Toda ciencia de la matematica es una praxeologia, puesto que corresponde
a un discurso tedrico como suelen ser definiciones, teoremas, axiomas, entre otros conceptos,
como las demostraciones. Las praxeologias se describen en una unidad de analisis que contiene
la tétrada /T, 7, 6, ®]. En esta ultima, el simbolo @ se concibe como un segundo nivel racional,
llamado teoria, que da legitimidad a la unidad. La unidad se compone de dos niveles: la praxis,
constituida por la actividad Ty la técnica r que lleva a su resolucién, asi como un /ogos o conoci-

miento reconocido por las tecnologias 6 y @ que describen y explican las técnicas.

Las praxeologias modelizan la actividad matematica desarrollada en el aula y, de manera
mas general, las “practicas sociales” que determinan las actividades propuestas en la matematica
escolar (Boch y Chevallard, 1999). La praxis y el logos establecen una “organizacion praxeoldgi-
ca”, o bien “organizacion matematica” OM. Las OM son relativas a la institucion de referencia, es
decir, los elementos que contiene no tienen por qué serlo en otra institucion que se dedica a lo

mismo: ensefar matematicas.

Por ejemplo, OM es la organizacion en la cual se establece el tipo de tarea T en la re-
solucion de la ecuacién diferencial homogénea asociada, vista en el apartado anterior, que se
ensefa en el TecNM: y’'+3y’+2y=0. Esta se dispone en orden jerarquico, segun la unidad de
analisis, como: T: Resolver la ecuacion diferencial: y"'+3y'+2y=0; r: Corresponde al ostensivo
m?+3m+2=0y 6: Sea y=e™ una funcién diferenciable, propuesta solucion de la ecuacion diferen-
cial, con m numero real o complejo, cuyas derivadas: y '=me™, y" '=m’ e™ , al ser sustituidas en
la ecuacion diferencial: y"'+3y’+2y=0, conducen a la expresion: e™ (m’+3m+2)=0y, puesto que
e™#0, luego m?+3m+2=0. @: Definicidon: Una ecuacion que contiene las derivadas de una o mas

funciones desconocidas (o variables independientes), se llama Ecuacién Diferencial (Zill, 2018).
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La TAD parte del supuesto que un individuo para realizar su potencial humano requiere
de diferentes recursos sociales producidos histéricamente fuera de él (Castela, 2009). Uno de
estos recursos es el concepto de Institucion, /. Toda institucion se define como tal a partir de la
estructura de orden que la determina, en la que existen actividades sociales desarrolladas por
los sujetos, bajo ciertas restricciones institucionales, aprovechando los recursos disponibles en
dicha institucion. En ese sentido, la OM descrita anteriormente es una institucion, puesto que es
un objeto social, también lo es el libro de ecuaciones diferenciales de Zill, asi como el concepto
de funcion usado en el calculo diferencial, puesto que guardan una estructura ordenada que los

define y los determina como organizaciones.

Otro recurso importante es el de Practica Social. Desde el punto de vista organizativo,
en la TAD, esta ultima también se concibe institucién, incluso, toda institucion es constituida por
practicas sociales. En el sentido de Covian (2005) y desde la Socioepistemologia (SE): “la prac-
tica social no es lo que hace en si el individuo o el grupo, sino aquello que les hace hacer lo que
hacen”. Ese “hacer”, que nace de las actividades desarrolladas por los sujetos, son ostensivos
guardados al interior del conocimiento, devenidos en diferentes etapas de los humanos, que los
lleva a manipular las actividades que enfrentan. No obstante, en el sentido de su origen, los os-
tensivos corresponden a principios que “norman” a la practica social, los cuales se encuentran en
descentracion de los no ostensivos matematicos (Cantoral, 2013, Camacho, 2021). Para Boch
y Chevallard (1999), “los ostensivos forman parte de la realidad empirica (las practicas sociales)

accesible a los sentidos”.

No obstante, en la SE, y como afirma Cantoral (2013): las practicas sociales “no son ob-

servables, pero si caracterizables”. En el siguiente apartado abundamos en esta reflexion.

En lo que sigue hablaremos de las OM y practicas sociales desde su posicién como ins-
tituciones que sirven de recursos a los estudiantes para realizar y utilizar su potencial durante la

resolucion de problemas, sin pretender establecer la practica social en si misma.

Metodologia

El tema de series de Fourier se ensefia en el curso de ecuaciones diferenciales de las carreras de
ingenieria del TecNM al final del periodo semestral, en un lapso de unas tres o cuatro semanas.

El desarrollo trigonométrico de una funcién f{#) peridédica en un cierto periodo de (-p,p) (es concen-
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trado en la siguiente expresion, valida en ese intervalo:
f(©) =3 + Ziei(@ncos (1) + bysen(T-1))..(1)

La deduccién de (1) se fundamenta en el conjunto de funciones ortogonales, ¢(2), que las con-
tiene: {1, cos (%t) sen(% t)} en I:[-p,p] en I:[-p,p]. Es a través del concepto de ortogonalidad entre
funciones que se obtienen los coeficientes a, a y b , para una funcion f(z) dada, los cuales susten-
tan la expresion (1). Esta ultima cambia si las funciones f{#) que se desean desarrollar son pares

0 impares, la cual se reduce a la expresion (2) si la funcién es par, y a (3) si la funcién es impar:
f) = C;—D + Yne1 0y, COS (T;Tn t)... (2)

£() = Ty bysen (£ 1)... (3)

En el primer caso los coeficientes se obtienen a través de resolver las siguientes integrales:

2 2 _
ap = ;f;?f(t)dt, ap = ;fopf(t)cos (%t)dt, siendo b, = 0

Para el segundo se reducen a:

2 :
b, = ;f(ff(t)sen (% t)dt, siendoay, =0y a, =0
La asociacion de las funciones cos (%nf) Yy sen (%Tt) con los desarrollos de la funcién f{?), se en-

cuentra en que la primera es par y la segunda impar.

La importancia de estos desarrollos permite resolver ciertos tipos de ecuaciones diferen-
ciales, de condiciones iniciales, que simulan sistemas dinamicos masa-resorte, como el que se
muestra en (4), en la que m es la masa que cuelga del resorte y k la constante de este ultimo:
mx"'(t)+kx(t)=f(t)...(4), siendo la funcion fz) periddica en un cierto intervalo. La resolucion de la
ecuacion diferencial es dilatada, ya que precisa, de inicio, desarrollar la funcién f(z) en una serie
de cosenos o senos, como las mostradas en (2) y (3), lo cual depende si esta ultima es par o

impar, para luego sustituir el desarrollo en (4) y con ello pasar a su resolucion.
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Construccién de organizaciones
Organizacién matematica OM,

En una de las actividades vistas al final del semestre enero-junio de 2023 en el TecNM, para
resolver los tipos de ecuaciones diferenciales mencionados en el apartado anterior, se pidi6 a es-
tudiantes obtener un desarrollo para la funcion f{z)=1-t, cuyo dominio se encuentra en el intervalo

0<t<2, de modo que, si se extiende a la parte negativa del eje t en forma periddica, esta sea impar.
El problema se presenta como una actividad T, de la siguiente manera:
T: Establecer la funcion f{t)=1-t de manera que sea impar a partir del dominio dado 0<¢<2.

Los ostensivos que se presumen en los textos (Zill, 2018, p. 437), en principio, hacen de
lado las definiciones, 0, de paridad entre funciones que los justifican, es decir, los no ostensivos:
6 _1: f(t)=f(-t) entonces f(t) es par. Y 8 _2: f(-t)=-f(t) entonces f{t) es impar; ambas involucran en
su lugar la representacion grafica de “simetria” para el establecimiento sugerido, lo cual parece
adecuado debido a que permite representar en el cuaderno, de los estudiantes, el desarrollo pe-

riddico de la funcidn en serie de Fouirier.

El concepto de simetria es un ostensivo que se desprende de las definiciones de paridad
enunciados en las tecnologia ¢,y ¢, ; como tales, determinan técnicas graficas  que ayudan ha
organizar dicha paridad, situandose en el ambito de la geometria elemental, corresponden a los
siguientes registros escritos y graficos. z,: se afirma que una funcion f{z) es par si su grafica es
simétrica respecto al eje y, o bien z,: Una funcion f(z) es impar si su grafica es simétrica respecto

al origen, figura 2.

Figura 2. Gréfica de una funcién segun su simetria respecto al eje y.
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El trabajo que realizan los alumnos para verificar si la funcion es, para el ejemplo, impar, precisa
de actividades que se reconocen como “subtareas t’, (Chaachoua, et. al, 2019) las cuales se
desprenden de la actividad T y se caracterizan de dos maneras. En un primer caso, se pide: t,:
reflejar la gréafica de la funcién f(z)=1-t, sobre el eje y de modo que cumpla con los requisitos de

simetria respecto al origen.

Al reflejarla, los alumnos buscan que las coordenadas (0, 1) y (2, -1) de los vértices de la
funcion inicial, se articulen como (0, -1) y (-2, 1). Logrando esto ultimo, lo que resta es definir la
expresion de la recta reflejada (segunda grafica de la figura 2), actividad que corresponde a una
segunda subtarea t,. En esta dinamica, pocos estudiantes utilizaron la definicion 6, f{-t)=-f(1),

para obtener la funcion asi reflejada, o sea: t,: f(-t)=1—(-t)=-f(t) =-(1—(-t)) =-1-t.

No obstante, observe que la subtarea t,, correlaciona los ostensivos graficos utilizados en
la subtarea t, con los no ostensivos declarados en la definicion 6,. Esta ambivalencia se verifica
en la modelizacion, OM,, y toma sentido pues privilegia la manipulacion de 6, en beneficio de la

resolucion del problema, y a favor de los estudiantes quienes utilizaron la herramienta conceptual.

En otro caso, estudiantes prefirieron operaciones tipo ensayo y error para obtener la fun-
cion, por ejemplo, durante la realizacion de las siguientes subtareas t,: intercambiando signos en
la grafica de la funcién inicial: /-, disponiéndola como -1+, 1+t, etc., hasta atinar en la expresion,

-1-t. O bien, t,: determinaron la funcion buscada utilizando para ello las coordenadas, (2, 1) y (0,

Y2=M1
ly—ly

-1), de los extremos de la recta, y la ecuacién dos puntos: ¥ — Y1 = (t — t1), evitando asi las

tecnologias 6, por temor a equivocarse.

Esto hizo que los estudiantes consideraran los objetos no ostensivos 6, durante las subta-
reas t, y t,, como no esenciales para la resolucion de la actividad: “En este caso, hay que destacar
que los elementos ostensivos bastan para resolver la tarea T, con un debilitamiento correlativo
de los aspectos conceptuales, que se supone permiten comprender y controlar ese hacer” (Boch
y Chevallard, 1999, p. 12).

Durante el desarrollo de estas ultimas subtareas, las técnicas z siguieron siendo reguladas

y validadas por las tecnologias 6, que se infieren en la actividad, a pesar de estar ausentes.

Se puede afirmar que la teoria @ que justifica la organizacién anterior, es el concepto de

funcién visto como una regla de correspondencia entre dos conjuntos.

En resumen, las técnicas graficas r de simetria son suministradas por el texto usado en
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el curso de ecuaciones diferenciales y adoptadas por el profesor y estudiantes para resolver la
actividad. No obstante, los ostensivos utilizados en las subtareas que se derivan de estas ultimas,

es decir:

~

: Uso de la nocidon numérica de reflexidon en las coordenadas.

N

: Uso de la definicion: f{-1)=-f(?).

OJN

: Intercambio de signos en las variables para establecer la funcion buscada.

~

: Uso de la ecuacién “dos puntos” para determinar la funcion.

Estas sugieren ser respuesta de practicas sociales anidadas en los estudiantes, accionadas por

la necesidad de resolver el problema.

Sin embargo, el ostensivo “simetria” en la grafica de una funcion, del que se desprenden
estos ultimos, tiene por antecedente la nocidn de “reflexion”, Gtil en la fisica, mencionado como “el
cambio de direccidon de una onda al entrar en contacto con una superficie que separa dos medios
diferentes”. Ambos ostensivos son principios fundamentales que norman una misma practica so-
cial que los engendra, pero ¢,cual es esa practica social? De esta ultima solo contamos con estos
dos ostensivos que constituyen parte de su “funcién normativa”, es decir, principios que ayudan a
su “caracterizacion”. Pareciera, pues, que para la TAD no interesa caracterizar la practica social
sino solamente identificar los ostensivos que la norman, al menos este aspecto es difuso en la

literatura.

Con todo y lo anterior, el ostensivo es importante, puesto que lo ubicamos en al menos
dos técnicas de trabajo de disciplinas diferentes, esto que Boch y Chevallard (1999) definen como

valencia instrumental, es decir, el numero de técnicas en las que el ostensivo puede intervenir.

La expresidn escalonada f{?) que resulta de las actividades desarrolladas en la tarea T, se

describe como:
J)={-1-1,-2<t<0,1-1,0<t<2}

El ejercicio continla con el desarrollo de la funcion en serie de Fourier, utilizando las expresiones

para el coeficiente: b, == f7 f(t)sen('¢) dt asi como la relacion (3), quedando:

o] n E
0 = z 2(( 1) + l)sen( 5 t)

nn

n=1
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Esta se sustituye en (4) para, en esas condiciones, resolver la ecuacion diferencial, es

decir:

)

ma(¢) + kx(€) = z

n=1

2((-1™ + 1)sen(% t)

nmn

Organizacion matematica OM,

Como se vio en el apartado anterior, el problema basico que se presenta para resolver la ecua-
cion diferencial (4) es, en principio, la habilitacién de la funcidn periddica f{?) en serie de Fouriery,
con mas precision, establecer esta ultima como par o impar segun se pida en la tarea. Durante las
actividades del aula, el establecimiento de f(?) bajo esas condiciones, conduce a su desarrollo en
serie de Fourier desde dos posibilidades. La primera es la manipulacién algoritmica que hacen los
estudiantes en su cuaderno de trabajo para la determinacion de los coeficientes a, a y b segun
se sugiera la paridad, mientras, la segunda, es someter el desarrollo de la funcion en la aplicacién

informatica conocida como “series de Fourier”, creada por Duarte (2020).

En este apartado, pretendemos modelizar en una organizacion matematica OM2, las acti-
vidades que se realizan con la aplicacion citada, tratando de verificar las coincidencias y diferen-
cias entre los elementos tedricos y practicos de ambas organizaciones, OM, y OM,, en tanto, lle-
van a la busqueda de un mismo resultado. Para esto ultimo, no obstante, se hace necesario situar

ese tipo creaciones en un marco tedrico alternativo concebido como Transposicion Informatica.

Transposicion informatica

Los efectos de la transposicion didactica son comunes en diferentes procesos en los que se
involucra el conocimiento matematico, particularmente, durante la creacion de tecnologias infor-
maticas que ayudan en la resolucion de problemas de la matematica escolar. Esos procesos, son
acompafados de nuevos fendmenos didacticos inducidos durante la modelizacion informatica de
esas tecnologias. Tales fendmenos se deben principalmente a la transformacion de los objetos
de ensefianza al ser llevados a codigo de programacion para su ejecucion en la interfaz de las
aplicaciones, y actuan con ciertas restricciones y limitaciones para los usuarios, como fue el caso

analizado de WolframAlpha, visto lineas arriba.

Una modelizacion del conocimiento matematico involucrado en la creacién de una aplica-
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cion hace necesarios procesos de Transposicidon Informatica de elementos legitimados en el aula
conducidos a la interfaz de la herramienta, a través de la definicién de cédigo de programacion.
Estos procesos deben entenderse como el trabajo sobre el conocimiento “que permite una repre-
sentacién simbdlica y la implementacion de esta representacién por un dispositivo informatico”

(Balacheff, 1993).

Estos resultados ocurren cuando las praxeologias producidas en una institucion educativa
se trasladan a otra institucion de naturaleza informatica, siendo probable que tales procesos de
cruce de dominios generen interacciones en forma de efectos transpositivos, debido a cambios
en las condiciones y restricciones impuestas (Chevallard, 1999; Castela, 2009; Castela y Ro-
mo-Vazquez, 2022, Moreno, et. al, 2022). Para la modelizacién en una OM, que nos ocupa, los

efectos transpositivos son de naturaleza informatica, o bien “efectos transpositivos informaticos”.
De lado de la TAD, asumimos la definicion a la transposicion informatica segun Acosta (2007):

(...) se refiere al proceso por el cual la Organizacién Matematica de referencia (en
nuestro caso OM,) se transforma para posibilitar su modelizacién en un lenguaje de pro-
gramacion (OM,). Ese proceso necesariamente impone restricciones que hacen que los

objetos modelizados no correspondan completamente a la teoria de referencia”.

La aplicacion fue concluida a principios del ano 2020 y utilizada en los cursos de ecuaciones
diferenciales con el interés de desarrollar funciones en serie de Fourier. Originalmente, se expe-
rimento con la resolucion de ejercicios que se muestran en el libro de Zill (2018). Se instala facil-
mente en el mévil y no requiere de internet para su uso, ademas, es gratuita y libre de publicidad.
Para la implementacion de la interfaz gréafica se utilizé un IDE de programacion de aplicaciones
moviles factible de utilizar en conjunto con Python, en este caso Android Studio: un ambiente de
desarrollo integrado para aplicaciones en sistema operativo Android, incluyendo aquellos de la
libreria Chaquopy (Chaquopy Ltd., 2023), la cual permitié establecer la comunicacién entre An-
droid Studio y Python.

La interfaz, en el dispositivo mévil, cuenta con acceso para tres tipos de funciones, una
funcion sencilla con dominio en a<x<b y otras dos con entradas escalonadas de dos y tres fun-
ciones, cada una en su propio dominio, figura 3. En cada entrada solicita una cantidad en nu-

meros enteros de “armonicos” que permiten verificar visualmente la convergencia de la funcion
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desarrollada. Para introducir las funciones , se considero la definicion de operaciones basicas,
principalmente de producto y elevacién de potencias. Por ejemplo, si, los ostensivos informaticos
se deben teclear, en f{x), como 3x, f(x)=3x, indicando el asterisco la operacion de multiplicar.
Si la funcion fuera fix)=3(x’+1) en -2r<x<2r , esta se debe introducir como f(x)=3,(x**+1), en la
cual x**? significa la operacion de elevar x al cuadrado, que en la pantalla del moévil se introduce
usando el simbolo *, el dominio a se escribe -2,pi y el b, 2,pi. La informacién se amplia en unas

Instrucciones que aparecen al inicio de la aplicacion.

La aplicacién acepta los tres desarrollos de funciones en serie de Fourier, funciones pa-
res, impares y ni pares ni impares e indica el tipo de paridad de la funcion introducida. Tiene la
ventaja de devolver la funcion en lenguaje simbdlico, asi como su grafica. Ademas, determina los
coeficientes a, a y b dependiendo de la funcion f(x) incorporada, ofreciendo con detalle los pasos
seguidos durante las operaciones de integracion, evaluacién de limites y factorizacion, tal como
lo hacen los estudiantes en su cuaderno de trabajo. Al final, ofrece la funcion en su expresion
desarrollada en serie de Fourier, asi como la grafica respectiva desplegada en periodos que van

de a<x<b.

Si, por ejemplo, se desea introducir la funcion comentada lineas arriba: f(t)=1-t,0<t<2, de
modo que al extenderla hacia la parte negativa en forma periddica esta sea impar, el usuario de-
bera realizar el trabajo de establecer la funcién resultante segun su simetria, antes de incluirla en

la aplicacion. Como vimos esta es: f(t)={-1-t,-2<t<0, 1-t,0<t<2}.

En la figura 3, se aprecian imagenes del trabajo desarrollado por la aplicacion para llegar

2((—1")+1)sen(%t)

nn

a la expresion antes vista: f(t) = Xn-1 . Para que la aplicacion devuelva resultados
como el citado, el usuario sencillamente digita la expresién como se solicita en la primera pan-
talla, segun el niumero de expresiones que integran la funcion por desarrollar. Para ello se utiliza
el teclado del mévil, no obstante, al ingresar a la aplicacion se advierten unas Instrucciones que

muestran un ejemplo que ayuda ante cualquier duda.

Observe que la notacion que devuelve es del todo simbdlica y en el mismo orden que apa-
rece en los libros de texto, asi como del tipo empleado por los estudiantes. En este sentido, se
puede afirmar que la aplicacién fue creada desde una perspectiva didactica, alejada de cualquier

fin comercial.
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Figura 3. Desarrollo en la aplicacion de una funcién impar en serie de Fourier.
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Resultados

Los ostensivos, como por ejemplo el caso de f{x)=3,(x**+1), obedecen a una norma de naturale-
za informatica y son aquellos incorporados en el teclado del movil. Estos ultimos se caracterizan

porque durante su manipulacion intervienen acciones y ostensivos ajenos a los usuarios.

La técnica r que destaca en la aplicacion, es la misma definicion de paridad de funciones,

vista anteriormente:

6 _1: f{t)=f(-t), entonces f{t) es par
6 2: f(-t)=-f(1r), entonces f(z) es impar

Desde el punto de vista de la TAD, esa definicion fue sometida por el autor a un proceso
en el que se evalud su adecuacion a los estandares de la Institucion informatica I, convirtiéndola

en un “objeto informatico” que toma dos posiciones en la OM.

Esto ultimo provoca un efecto transpositivo informatico en OM,: /T I,z 1,6,0] para cons-
truir OM,,, la cual queda como OM,: /T_1,z_2=0,6,0]. En ésta, los objetos informaticos pasan a for-
mar parte de las tareas, técnicas y tecnologias, lo cual muestra un valor instrumental importante

de la técnica.

El efecto lleva a que, al utilizarse como objetos informaticos, las técnicas y tecnologias
dejan de ser visibles, debido a que son encapsuladas en el cddigo de programacion. No obstante,
la aplicacion devuelve en forma de ostensivos las operaciones que resuelven el problema que,

en cierta forma, les da validez.

La legitimacion de las tecnologias r_2=6 ocurre en la Institucién informatica 7, no por una
demostracion basada en algunas definiciones o teoremas, como es comun en el aula y libros de
texto, sino por dos criterios de validacion de la herramienta: uno de ellos es la revision de su fun-
cionamiento que hacen expertos para modificar el cdédigo hasta que la aplicacion resulte util y, el
otro es, el uso repetido en el aula que realiza una buena cantidad de usuarios de la aplicacion, lo

cual garantiza la eficacia y usabilidad de la técnica 7=6.

En la figura 4, I representa la institucion escolar donde fue generada la OM,, mientras
I resulta ser la institucion informatica que la transformé en OM,,. El esquema revela hasta qué
punto /, opera como institucion al utilizar en los desarrollos informaticos recursos praxeologicos

que restringen las actividades del aula.

83



[T1,71,0, 9]01!/11 «lL o [T,1,=9,9, O]OMZ <l

Figura 4. Efecto transpositivo informatico provocado desde hacia por el desarrollador de la

aplicacion.

Balacheff (1994), deja abierta la explicacién sobre la validez epistemoldgica de los desarrollos
tecnoldgicos, incluso, es un tema que no se aborda en el articulo. Creemos que la validez de
ese tipo de herramientas, principalmente de las representaciones del conocimiento en el medio
informatico, la otorgan los usuarios al interactuar con ellas y suscribir con su uso la adecuada
resolucion de problemas. Esta actividad desvanece posibles rupturas epistemolégicas entre el
conocimiento ensefiado en el aula y su realidad en la herramienta. En la aplicacién, la nocion de

practica social sencillamente se diluye en el cédigo de programacion, sin guardar importancia.

Conclusiones

La Teoria Antropolégica de lo Didactico permite modelizar globalmente el problema de incorporar
desarrollos tecnoldgicos en la ensefianza de la matematica. No obstante, la introduccién de los
desarrollos en el aula va acompafada de nuevos fenémenos relacionados con las restricciones
impuestas durante la transposicion informatica de conocimientos. Principalmente, es posible ana-
lizar las restricciones entre ostensivos informaticos que se crean con praxeologias anidadas en
OM, transferidas a OM,, lo cual precisa de tomar en consideracion la transposicion informatica

que ocurre a los elementos tecnoldgicos.
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Introduccion

El ser parte de un equipo docente del area de las Ciencias Basicas, adscrita a la Facultad de Inge-
nieria, en la Unidad Central del Valle del Cauca, con sede en el municipio de Tulua, departamento
del Valle del Cauca de la republica de Colombia, durante mas de dieciocho afos, ha permitido
poner en practica una serie de estrategias didacticas que ayuden con un mayor interés y actitud
hacia las matematicas por parte de los estudiantes. Es importante que se logre articular la reso-
lucion de problemas y la matematica a través de instrumentos como la modelacién matematica,
como lo sostienen Sanchez y Cruz (2019).

Es asi como se evidenci6 la necesidad de coadyuvar con la respuesta a la pregunta que
siempre se plantean nuestros alumnos en el transcurso del desarrollo de su carrera universitaria,
la cual es: profesor (o maestro) y esto que nos esta ensefnando de la matematica ¢ para qué nos
sirve?, y es aqui donde el docente juega un papel importante, al poner en contexto todo tema ma-
tematico que sea objeto de ensefianza, pues todo lo que se predica en el aula, siempre tiene una
aplicacion directa o indirecta, y mas cuando desde los primeros semestres el estudiante recibe la
formacion que va a poner en practica en el desarrollo de sus cursos superiores.

Una de las mas interesantes aplicaciones, es dada a través de la modelacién matematica
con la que se puede identificar y caracterizar fendmenos y/o procesos de nuestra vida cotidiana.
En este sentido, Mejia et al. (2022), en su investigacion, permitié conocer estrategias para resol-
ver problemas matematicos por medio de la modelacién.

Este capitulo presenta la modelacién matematica, como una forma distinta de ensefianza
en un curso de Ecuaciones Diferenciales, y en el que se retoman algunas tematicas de cursos
previos, en los que la gran mayoria de las veces no se logra evidenciar su importancia por parte
del docente de curso, bien sea por razones de tiempo y espacio o por motivos personales. Al
respecto es importante recordar las investigaciones de Nueva (2023), en la que se parte de las
insuficiencias de conceptos previos de calculo y ecuaciones diferenciales, especialmente cuando
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se modela, y de Arcila (2022) cuando se ensefian ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 2,
por medio de la modelacion de fenédmenos ciclicos. En trabajos como los de Cérdoba-Gémez et
al. (2022), se evidencia como el estudiante, por medio de la modelacién matematica se enfrenta
a situaciones reales y en contexto de la matematica, como por ejemplo con la ley de enfriamiento
de Newton.

Inicialmente, se requiere tener en cuenta el tema de ajuste de curvas, como concepto
previo, el cual ha podido ser abordado en los cursos de Fisica 1 o Fisica 2, o Estadistica y se
desea encontrar la expresién matematica que al evaluarse, mejor se acerque a los datos reales,
llegando a los escenarios de Regresion, los cuales pueden ser del tipo lineal, potencial, exponen-
cial, logaritmica, polinomial o trigonométrica (funcién seno), asumiendo funciones continuas en
un dominio especifico.

Posteriormente, se tiene en cuenta el tema de la diferenciaciéon numérica centrada a tres
pasos, como aplicacién del teorema del valor medio o una extension del teorema de Taylor, como
punto de partida, al querer encontrar la derivada a una serie de datos (idealmente espaciados,
respecto de la variable independiente). Esta diferenciacién numérica, luego podra ser mejorada
si se tiene un mayor niumero de datos experimentales y para esto se requerira un conocimiento
inicial de métodos numéricos.

Al tener una relacién por medio de numeros, de los datos experimentales y su derivada
(numérica) se desea llegar a la mejor expresiéon matematica que la rige, logrando obtener una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, que podra ser evaluada por el método de sepa-
racién de variables. Esta es una forma de modelar matematicamente un fenémeno y/o proceso
previa deduccién de una ecuacién diferencial y su posterior solucién. Esta solucién podra ser
validada, por medio de un indicador estadistico llamado el Coeficiente de determinacion y asi
finalmente, poder resolver un problema en contexto de ingenieria desde el aula, con los conoci-
mientos adquiridos previamente. Experiencias similares se muestran en Lopes y da Silva Reis
(2022) y en Gonzalez et al. (2023).

Importante mencionar ademas algunos trabajos de modelacidon matematica para inge-
nieros, como practicas de aula o investigacién formativa, para lo que se recomienda ver a Plaza
(2016) y Plaza (2017). Otras investigaciones, pero de mayor nivel sobre la Ley de enfriamiento,
han sido llevadas a cabo por Ojeda-Misses y Gonzalez-Lépez (2023), en las que el modelo es
obtenido a partir de una funcion de transferencia, y dado por medio del gradiente térmico del
sistema.

Por lo tanto, este capitulo tiene como objetivo divulgar una estrategia didactica, distinta y
novedosa de como ensefar las Ecuaciones Diferenciales ordinarias (matematicas en contexto) a
través de la modelacion de tal manera que ayude al docente a identificar una serie de aplicacio-
nes de la matematica en la ingenieria.

Marco tedrico
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Se desea tener acceso a una base de datos de un fendémeno o proceso, la cual corresponde al
comportamiento de variables de la forma , de tal manera que se llene una tabla como la siguiente
(tabla 1).

Tabla 1
Base de datos de un fendmeno o proceso
u v
u1 V1
u2 V2
U3 V3
un-1 Vn-1
u v
n n

Y con valores de la variable , igualmente espaciados, de tal manera que se cumpla
h=ui— U

con A, conocido como el tamano de paso y al llevar a un plano los datos de la tabla 1, se obtiene

la figura 1, de puntos de la siguiente manera.

Graficade base de datos

L

I
n
L]

Lo
L
L ]

= flu)
L ]

v
[ ]

=1
=T
L

(=]

Figura 1. Grafica de datos correspondientes a un proceso.
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Ahora, recordando el Teorema del Valor Medio (ver figura 2), como aplicacion de la deri-
vada, el cual es a su vez una extensiéon del Teorema de Taylor (Stewart, 2021), donde se puede
hacer la aproximacioén polindmica de una funcion, asi

Figura 2. Teorema del Valor Medio.

De donde se afirma que si una funcién es continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferen-
ciable en el intervalo abierto (a,b), entonces existe un punto ¢ contenido en el intervalo (a,b), tal
que f’(c), esigual alarazén de cambio promedio de la funcién en [a,b/, en otras palabras, si las
pendientes de las rectas secante y pendiente son iguales, por el hecho de ser rectas paralelas,
llegando a:

f(b) — f(a)
b—a

Y si la separacion entre a y ¢, es la misma entre c y b, y esta adopta el valor de , con la
anterior expresion se llega a

f'e) =

f(b) — f(a)
2h

Ahora adaptando este ultimo resultado se puede calcular la derivada de la funcién , para
cualquier instante , tal como se exponen en Chapra y Canale (2015), de la siguiente manera:

f'(e) =

v(uip1) — v(Y-q)
2h

V() =

No olvidar que #=u- ui -1, de donde se puede concluir que no es posible encontrar la deri-
vada para el primer y ultimo datos de la tabla 1.

Con base en la ultima expresion, y teniendo en cuenta la tabla 1, se procede a encontrar
la derivada numérica en la tabla 2, de la siguiente manera:
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Tabla 2
Calculo de la derivada numérica a la base de datos inicial

u v v’
u, v,
u, v, Vs
’
3 Vs 3
s
un—1 vn-1 v n-1
u %4
n n

La cual permite encontrar la derivada numérica a partir de datos conocidos, siempre y cuando
estén igualmente espaciados. Aqui se aproxima la base de datos obtenidos de un proceso, como
si estos correspondieran a datos de una funcién continua, tal como lo exige el Teorema del Valor
Medio, para derivadas.

Posteriormente se hace el analisis grafico del comportamiento de los siguientes escena-
rios, para asi buscar mediante el ajuste por Minimo cuadrados, la mejor curva de aproximacion.
Los dos escenarios posibles serian

v'=f(w)
v'=ftv)

Para el primer caso, se analiza el comportamiento entre la primera y la tercera columna de
la tabla 2, para el segundo caso se analiza el comportamiento entre la segunda y la tercera co-
lumna de la misma tabla 2, originando de esta manera la ecuacion diferencial que mejor modele
el sistema en estudio.

En ambos escenarios, seran tenidos en cuenta los diferentes tipos de regresién con los
cuales se cuenta a través de ayudas TIC como son el Excel, el GeoGebra, Matlab, Scilab, SPSS,
Maple entre otros. Algunos tipos de regresion son los siguientes, con la respectiva curva de ajuste
de aproximacion:

e Regresion Lineal

y=ax+b
¢ Regresion Exponencial

y=ae™
e Regresion Potencial

y=ax’
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e Regresién Logaritmica
y=aln(x)+b
e Regresion Polinbmica
y=axf+bx’+cx'+dx’ +ex’+fx+g
¢ Regresion Trigonométrica
y=f{x)= a.sen(bx+c)+d

En todos los casos anteriores, los parametros a, b, ¢, d, e, f. g, segun sea el caso lo arroja el sof-
tware respectivo a partir de la base de datos. Siempre la variable x en este caso hara las veces
de variable independiente, o en otras palabras los datos que hagan las veces de primera columna
y la y la que juegue el papel de la segunda columna, o sea la variable dependiente. Asi de esta
manera se podra originar una ecuacion diferencial con varias opciones, partiendo de los dos es-
cenarios antes planteados.

La curva de regresién planteada (ecuacién diferencial) seleccionada, sera aquella que
presente como indicador el mejor Coeficiente de Determinacion R’ , el cual es un valor que esta
entre cero y uno (0<R’<I, tal como se recomienda en Bacchini et al. (2018). Entre mas cercano
este a 1, mejor sera la aproximacién y donde la ecuacién diferencial ordinaria, originada pueda
ser resuelta por uno de los métodos vistos en un curso tradicional de Ecuaciones Diferenciales.

Practica de la Modelacion Matematica como estrategia didactica. Ley de enfriamiento de
Newton

Por medio de la siguiente estrategia se desea modelar el proceso mediante el cual cambia la tem-
peratura en un cuerpo a través del tiempo, es decir T=f{¢). En otras palabras, se va a comprobar
la Ley de Enfriamiento de Newton, deduciendo su ecuacién Diferencial, en la que se establece
que la rapidez con la que cambia la temperatura en un cuerpo es directamente proporcional a
la diferencia que hay entre el cuerpo y su temperatura ambiente. Algunas de estas practicas, se
han llevado a cabo en Plaza y Castrillon (2022), en el que la modelacion matematica en contexto
puede ver vista como un instrumento para aplicar las matematicas y en Miller (2021), donde se
estimula al estudiante a través de la modelacion matematica.

La practica es llevada a cabo en un Laboratorio de Matematicas. Para lo anterior, se dis-
pondra con el proceso de la toma de datos del enfriamiento de 100 m/ de agua después de haber
llegado a su punto de ebullicion, para eso se debe disponer de los siguientes instrumentos: Un
termometro tipo industrial, un beaker y una estufa eléctrica (ver figura 3).
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Figura 3. Elementos necesarios para la practica La Ley de Enfriamiento de Newton.

La cantidad de agua asignada es depositada en el beaker. Posteriormente este recipiente junto
con el agua es ubicado en la estufa y puesta al calor hasta lograr su punto de ebullicion. Posterior-
mente, se retira la fuente de calor y se toman datos de tiempo y temperatura (ver figura 4), hasta
llegar aproximadamente a la temperatura ambiente, los cuales son consignados en la tabla 3.

Figura 4. Toma de datos de tiempo y temperatura.

Tabla 3
Toma de datos en laboratorio
t (min) Tr(°C) t (min) Tr(°C) t (min) Tr(°C)

0 99 16 444 32 32
1 87,9 17 43,5 33 31,4
2 81,3 18 42,3 34 30,6
3 72,9 19 40,8 35 30,6
4 69,9 20 40,1 36 30,4
5 65,5 21 38,7 37 30,2
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A la anterior base de datos se le deduce la diferenciacion numérica, de la siguiente manera, la
cual se consigna en la tabla 4:

6 62,8 22 38,4 38 30
7 59,4 23 36,2 39 29,6
8 56,2 24 35,6 40 29,7
9 55,4 25 35,4 41 29,3
10 53,1 26 35,3 42 28,3
1 51,6 27 34,9 43 28,3
12 49,3 28 34,2 44 27,5
13 47,2 29 33,7 45 27,4
14 46,3 30 32,9

15 45,3 31 32,5

Tabla 4
Calculo de la derivada numérica partiendo de la tabla 3.
t(min) | Tr(°C) T t(min) | Tr(°C) T t(min) | Tr(°C) T

0 99 16 44 4 -0,9 32 32 -0,55
1 87,9 -8,85 17 43,5 -1,05 33 31,4 -0,7
2 81,3 -7,5 18 42,3 -1,35 34 30,6 -0,4
3 72,9 -5,7 19 40,8 -1,1 35 30,6 -0,1
4 69,9 -3,7 20 40,1 -1,05 36 30,4 -0,2
5 65,5 -3,55 21 38,7 -0,85 37 30,2 -0,2
6 62,8 -3,05 22 38,4 -1,25 38 30 -0,3
7 59,4 -3,3 23 36,2 -1,4 39 29,6 -0,15
8 56,2 -2 24 35,6 -0,4 40 29,7 -0,15
9 55,4 -1,55 25 354 -0,15 41 29,3 -0,7
10 53,1 -1,9 26 35,3 -0,25 42 28,3 -0,5
11 51,6 -1,9 27 34,9 -0,55 43 28,3 -0,4
12 493 -2,2 28 34,2 -0,6 44 27,5 -0,45
13 47,2 -1,5 29 33,7 -0,65 45 27,4
14 46,3 -0,95 30 32,9 -0,6
15 453 -0,95 31 32,5 -0,45

Partiendo de la tabla 4, se hace la figura 5 entre Try T, con ayuda del Excel. Se observa que el
mejor comportamiento obedece a una linea recta con pendiente negativa, por lo que se procede

a realizar la respectiva regresion lineal, arrojando los siguientes resultados:
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Variacionde Ty T

[

80 100 120

T =-0,1157T + 3,4739
R2 = 0,8692

Cambio de Temperatura (°C/m)

Temperatura (°C)

Figura 5. Rapidez con la cambia la temperatura en el proceso de enfriamiento.

La regresion permite encontrar una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, donde la con-
dicién inicial la aporta la primera fila de la tabla de la base datos (punto de ebullicién), donde al
resolverse se obtiene:

dT
— = —0,1157T + 3,4739

dt
daT
— = —0,1157(T — 30,025)
dt
dT
m - —0,1157df
dT
J’m = J-O,ll57dt
Ln|T — 30,025 = —0,1157t + C

T = Ke~01157t 4 30,025

Para encontrar la contante de integracién , se hace uso de la condicién inicial 7(0)=99, por lo que
al evaluarse se llega finalmente a la soluciéon del modelo matematico.

T = 68,97¢~01157t 4 30,025
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Analisis de resultados

Ahora se procede a tabular esta expresién para los mismos valores de tiempo en la base de datos
inicial, asi como la grafica comparativa entre los datos reales de Temperatura y los aproximados
que arroja el modelo, asi (ver tabla 5 y figura 6):

Tabla 5
Comparacion entre datos reales y aproximados de temperatura
t (min) Tr(°C) Ta°C) t (min) Tr(°C) Ta°C) t (min) Tr(°C) Ta°C)

0 99 99,00 16 44 4 40,86 32 32 31,73
1 87,9 91,46 17 43,5 39,67 33 31,4 31,54
2 81,3 84,75 18 42,3 38,62 34 30,6 31,37
3 72,9 78,77 19 40,8 37,68 35 30,6 31,23
4 69,9 73,44 20 40,1 36,84 36 30,4 31,10
5 65,5 68,70 21 38,7 36,10 37 30,2 30,98
6 62,8 64,47 22 38,4 35,44 38 30 30,87
7 59,4 60,71 23 36,2 34,84 39 29,6 30,78
8 56,2 57,36 24 35,6 34,32 40 29,7 30,70
9 55,4 54,37 25 35,4 33,85 41 29,3 30,63
10 53,1 51,71 26 35,3 33,43 42 28,3 30,56
1 51,6 49,34 27 34,9 33,06 43 28,3 30,50
12 49,3 47,23 28 34,2 32,73 44 27,5 30,45
13 47,2 45,35 29 33,7 32,43 45 27,4 30,40
14 46,3 43,68 30 32,9 32,17
15 45,3 42,19 31 32,5 31,93

Figura 6. Analisis comparativo entre datos reales Tr y aproximados Ta.
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Al analizar la figura 6, donde se comparan los resultados obtenidos de la curva de ajuste y los
datos reales tomados en el laboratorio, se evidencia la gran cercania que tienen los datos entre
si. Su validez, sera teniendo en cuenta para ello los resultados de la ultima tabla, al obtener un
Coeficiente de determinacion (con ayuda del Excel) R?=0,984, lo cual por su cercania a 1, se con-
cluye que es un modelo casi perfecto.

Conclusiones

Por medio de la estrategia didactica planteada a través de esta practica, se pudo modelar el
fendmeno que ya habia sido estudiado por Isaac Newton, respecto a la ley de Enfriamiento y/o
Calentamiento de Newton, donde esta metodologia puede ser usada en otros contextos.

Se pudo poner en practica, algunos conceptos previos de Calculo y Estadistica, en los
cuales se evidencio su aplicacion en una investigacion de aula. Por medio de la modelacion
matematica y con el uso de los diferentes tipos de regresion que el software permita, se podra
hacer simulacién y determinar cual es la mejor solucién (expresiéon matematica propuesta) y de
esta manera se experimenta una aplicacion a la resolucién de un problema en particular, incluso
actuando con una actitud critica

La modelacién matematica, permite un acercamiento del estudiante a la matematica, va-
lorando su comprensién y aplicacion, y a su vez le ayuda al docente a estudiar otras opciones de
ensefar la matematica que es recibida con agrado y satisfaccion. De esta manera, se ve la gran
aplicacion de la matematica al resolver problemas de la vida real.

Recomendaciones

Asi como la practica fue hecha con 100 ml de agua, se puede hacer con otras cantidades distin-
tas (a mayor volumen de agua, mayor sera el tiempo para llegar al punto de ebullicién). Se podra
hacer a diferentes alturas sobre el nivel del mar (a mayor altura el punto de ebulliciéon baja, por la
presion atmosférica). Asi finalmente se pueden obtener patrones matematicos, y tratar de obtener
una expresion para la temperatura en términos de varias variables (tiempo, volumen, altura sobre
el nivel mar) como una contribucién de un principio de superposicion.

Se recomienda hacer la practica, con otro tipo de liquidos y a partir de sus propiedades
fisicoquimicas, tratar de teorizar al respecto, esto como una herramienta de investigacion.

Asi como se partié del comportamiento de una magnitud (temperatura) en funcion del
tiempo, se pueden buscar otro tipo de variables que también dependan cambien con el tiempo y
construir modelos matematicos, partiendo de ecuaciones diferenciales.
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Introduccion

Actualmente, la estructura social y econémica a nivel mundial se esta transformando debido a la
implementacion de los grandes avances cientificos y tecnolégicos generados en las diferentes
areas del conocimiento, como son: matematicas, fisica, quimica, biologia, electrénica, computa-
cion, entre otras. Por lo que, las universidades del pais tendran necesariamente que enfrentar
el reto de implementar en las carreras que ofrece, estos avances cientificos y tecnolégicos. El
lenguaje matematico esta presente en las diferentes areas del conocimiento como un instrumento
indispensable de progreso, por lo que, los estudiantes de las diferentes carreras necesitan apren-
derlo para alcanzar los objetivos especificos que demandan los sistemas productivos de clase

mundial.

Las matematicas que se ensefian en las diferentes carreras universitarias representan un
problema de aprendizaje para los estudiantes, debido a que se les ensefia en forma compleja,
abstracta y de poca practicidad en las actividades propias a desarrollar como futuros profesionis-
tas. Polya (1965) establece que una forma en que las matematicas pueden estudiarse muy bien
sin caer en el vacio de lo abstracto y logrando en cambio un perfecto equilibrio entre lo formal
e intuitivo y entre lo tedrico y las aplicaciones practicas, es con la aplicacion de algin método

didactico inductivo.
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La imparticion de los cursos de matematicas, aun con métodos modernos e innovadores
en su presentacion, sigue siendo en la mayoria de los casos arcaica, desde el punto vista pe-
dagagico, ya que esta basada meramente en la transmisién de conocimientos intentando hacer
razonar a los alumnos en una forma axiomatica. El campo de las matematicas permite el pleno
desarrollo de la personalidad y la conquista de los instrumentos l6gicos o racionales que asegu-
ren su autonomia intelectual, los cuales estan obstaculizados sin cesar en la practica de la ense-

fAanza tradicional (Piaget,1983).

Otro elemento de interés hoy en dia, son los problemas matematicos surgidos en la Cien-
cia, Tecnologia y en la Sociedad, los cuales es necesario resolver mediante un ordenador, de-
finido éste como un conglomerado de programas, algoritmos, matematicas clasicas y analisis
numeérico, entre otras teorias (Technologies, 2021). En esta propuesta metodoldgica se utiliza el
Software Matrix Laboratory (Matlab) Version R2018b. Matlab es un sistema interactivo unico que
integra computo numérico, matematicas simbdlicas y visualizacién grafica en dos y tres dimen-

siones (Hahn y Valentine, 2019).

Al implementar el ciclo de Deming en un sistema productivo, los estandares de calidad de
un proceso mejoran y, como se trata de un circulo, es posible iniciar el sistema de mejora continua
hasta llevarlo a la optimizacion de la calidad (Obando, 2023). Desarrollar un proceso de ensefian-
za-aprendizaje bajo la premisa de mejora continua como parte del ciclo de Deming, implica que
el docente aplique estrategias didacticas innovadoras para que el proceso de transmision sea
efectivo y, que el estudiante demuestre lo aprendido y la estrategia que utiliza para conseguir su
objetivo (Urrelo, 2017).

Salas-Rueda (2018) propone la aplicacion del ciclo de Deming para mejorar el proceso
de ensefanza-aprendizaje sobre el método de Gauss-Jordan por medio de la tecnologia, con-
cluyendo, que éste permite construir experiencias educativas creativas para el campo de las

matematicas.

Vazquez (2014) disefid actividades didacticas basadas en modelizacion matematica para
la formacion de ingenieros, destacando, como este recurso ha ido ocupando un espacio impor-
tante. Ademas, analiza el uso de modelos matematicos en contextos de ingenieria para reco-
nocer las necesidades matematicas que surgen en dicho uso, resaltando, como los roles de la
ensefianza de las matematicas se han ido modificando a medida que la formacion y la practica

ingenieril evolucionan.
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Bosch et al (2006) proponen una reformulacién del proceso de modelizacion a través de
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico que se implementa en el problema de la articulacion de la
matematica escolar. Ademas, establece la necesidad de trabajar en el estudio y problematizacion
de los procesos de modelizacion vy, el impacto que tienen en el proceso de la ensefanza y el

aprendizaje de las matematicas.

Brito-Vallina et al (2011) proponen una estrategia metodoldgica que toma en cuenta la
concepcion cientifica mas moderna sobre modelacion. Esta estrategia posibilita estructurar de
modo sistémico el desarrollo de la habilidad de modelar, teniendo en cuenta la clasificacion de los
principales modelos matematicos para las ingenierias y las principales categorias didacticas del

proceso de ensefianza — aprendizaje.

Por lo anterior, en este capitulo se aplica estratégicamente la filosofia de calidad al pro-
ceso de modelizacion de ensefianza de las matematicas, con la finalidad de hacer eficiente la
actividad que el personal docente desempefia en el aula y lograr el éxito de aprendizaje de los

estudiantes en el Siglo XXI.

Método
Ciclo de Deming

El ciclo de Deming es un método que busca optimizar permanentemente las operaciones de un
proceso (personal, material, métodos, maquinas, mediciones y entorno), (ver figura 1), mediante
una secuencia légica de cuatro fases: Planificar, Hacer, Verificar y Actuar (Imai, 1991), las cuales

se describen a continuacion:

Figura 1. Proceso de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
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Planear: En esta primera fase se establecen los objetivos que se quieren alcanzar, la elec-
cion de los métodos adecuados para lograrlos, supuestos y, ademas, se define el problema
a resolver.

Hacer: Esta segunda fase consiste en llevar a cabo el trabajo y las acciones correctivas pla-
nificadas en la fase anterior. Corresponde a esta fase la formacion y educacion del personal
docente para que adquieran un adiestramiento en las actividades y actitudes que se han de
llevar a cabo.

Verificar: En esta tercera fase es el momento de verificar y controlar los efectos y resultados
que surjan de aplicar las mejoras planificadas. Se ha de comprobar si los objetivos marcados
se han logrado o, si no es asi, planificar de nuevo para tratar de superarlos.

Actuar: En esta ultima fase, una vez que se ha comprobado que las acciones emprendidas
han dado el resultado esperado, es necesario realizar su estandarizacion mediante una docu-
mentacién adecuada, describiendo lo aprendido, cémo se ha llevado a cabo. Las cuatro fases

se muestran en la figura 2.

Figura 2. Mejoramiento continuo de procesos en sistemas productivos.
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Modelacion Matematica

La modelacion matematica permite integrar el binomio herramientas matematicas (modelos ma-
tematicos) y la vida cotidiana (fendbmenos), es decir, se ocupa en determinar el modelo matema-

tico que explica en forma eficiente el fendmeno de estudio.

Es evidente que la modelacion matematica, como método de ensefanza de las matema-
ticas en los diferentes niveles de escolaridad, propicia en el estudiante interés por las matemati-
cas, resolucion de situaciones-problema, uso eficiente de la tecnologia, capacidad para realizar

investigacion y trabajo en grupo. (Biembengut y Hein, 2004).

Modelacién para la ensefanza de las matematicas

Con el desarrollo de la solucién del problema A se pretende explicar la modelizacion matematica

a través del uso del ciclo de Deming.

Problema A. Una bala se introduce en una tabla de 4=10 cm=0.1m de espesor con velo-
cidad de v,=200 m/s y traspasandola con velocidad v,=80 m/s. Suponiendo que la resistencia de
la tabla al movimiento de la bala es proporcional al cuadrado de la velocidad, hallar el tiempo de

movimiento de la bala por la tabla. (Kiseliov et. al, 1997, p.37). Solucién del problema:
El problema planteado se resuelve a través de las cuatro fases que conforman el ciclo de Deming:
Primera fase: Planear

En la planeacién como primera fase de solucion del problema es necesario considerar los si-

guientes elementos:

e Comprension del problema: tener claro la informacién que se tiene, es decir, cuales son los
datos, las condiciones y la(s) incognita(s) (Polya, 1965).

e Dada la informacioén, preguntarse: ¢qué relacidén hay entre la(s) incégnita(s) y dato(s)?, ¢se
ha encontrado con un problema semejante?, jconoce algun teorema util?, ;podra enunciar
el problema en otra forma?, s ha empleado todos los datos?

¢ Representar geométricamente el fendmeno de estudio, como se muestra en la figura 3.
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Figura 3. Tabla de espesor h donde se introduce la bala.

Con base en la figura 3 se genera la siguiente informacion:

>

Tres regiones A, B y C, A muestra el movimiento de la bala fuera de la tabla, B el movi-
miento de la bala por la tabla y C la salida de la bala.

La velocidad de entrada de la bala por la tabla es de v, =200 m/s , se considera en el analisis
que sucede para un tiempo =0 s, generando la condicion inicial P,=(0,200) y la velocidad
de salida de la bala de la tabla es de v,=80 m/ , y sucede en un tiempo ¢ a determinar,
generando el punto P,=(z,80).

Existe una fuerza F, de resistencia al movimiento de la bala por la tabla, se considera ne-
gativa por oponerse al movimiento de la bala F,=-kv".

El espesor de la tabla es 7=10 cm=0.1 m. Se cambié de unidades de cm a m, para homo-
genizar la informacion.

La velocidad de entrada de la bala por la tabla de v,=200 m/s, se considera en el analisis
que sucede para una posicion de x=0 m, generando la condicion inicial P,,=(0,200) y la
velocidad de salida de la bala de la tabla es de v, =80 m/s , y sucede para una posicién de

x=0.1 m, generando el punto P, =(0.1,80).

¢ Con base en la informacion del problema A, se propone, como modelo matematico a utilizar

en la dinamica del sistema, la segunda Ley de Newton, debido a que relaciona magnitudes de

posicién, velocidad y aceleracion.
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Segunda Ley de Newton: cuando se ha logrado cambiar el estado inercial del sistema, a través
de una accion o fuerza es posible relacionar y cuantificar dicha accién con los cambios produci-

dos. Y se encuentra la relacion de fuerza, aceleracion y masa. (ver tabla 1), (Serway, 2018).

Tabla 1
Dinamica de la segunda ley de Newton
Una accion o fuerza es igual al producto de la masa vy la acele-
F=ma
racion .
F dv Cuando la fuerza aplicada, logra vencer un estado de inercia en
= 1 —
dt reposo, se producen cambios en su velocidad inicial.
Al aplicar una fuerza en su estado de movimiento constante, se
d rdx dx? . I .
F = md_ == mF producen cambios sobre su estado de movimiento a través de la
't Ldt t
velocidad, (Giancoli, 2006).

e El objetivo del Problema A es, entonces, determinar el tiempo de movimiento de la bala por la

tabla, se supone que los datos observados y el modelo matematico propuesto son los correctos.

Segunda fase: Hacer

En Hacer como segunda fase de solucion del problema, es necesario considerar los siguientes

elementos:

e Ejecutar el plan: Resolver el problema a través de su desarrollo cuantitativo numérico. Anali-
zar cada uno de los pasos desarrollados.

¢ Resolver el problema con algun software: GeoGebra, Matlab, Maple, Mathematica, Minitab,
SolidCAM, entre otros.

e Al personal docente es importante informarle que el mismo modelo matematico resuelve pro-
blemas de diferentes areas de investigacion cientifica y, que un problema puede resolverse
mediante diferentes modelos matematicos, lo que va a variar es la informacion y la identifica-

cion de los parametros de interés.

Aspecto Cuantitativo numérico

Aplicando la segunda ley de Newton al sistema dinamico en estudio, en términos de las variables
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de velocidad y tiempo, y considerando que F, es negativa por ser la fuerza de resistencia al mo-

vimiento de la bala por la tabla.

dv

F = =m—=F = —kv?
ma=m—=F v

dv 2
Se obtiene la ecuacion M —— = —kv , la cual resolviéndola por el método de separacién de va-

riables (Zill et al, 2018) se obtiene:
dv k

= ——dt
V2 m

Definiendo los limites de integracion de acuerdo con los datos de tiempo y velocidad del problema
P,=(0,200)y P=(180), se tiene:

80 dv k t
f =—— | dt
2

2
ooV mJg
Resolviendo las integrales

—1 80 _ktt

v

200 m

0

Aplicando el teorema fundamental del calculo (TFC) (Leithold, 1996, p.360), se tiene que:

1 1 k

200 80 m

Despejando ¢ se obtiene la igualdad:

(= 3m
T 400k

m
Para obtener la informacion del término 7., es necesario desarrollar la segunda ley de Newton

en términos de las variables de velocidad y posicion, la cual requiere de la regla de la cadena

(Young y Freedman, 2018):
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dv dv dx dv
F=ma=m—=

—_ — 2
- Morar T W T

El modelo matematico obtenido, esta dado por la ecuacion:

dv_ X
mva_ v

2

Resolviendo la ecuacion por el método de separacién de variables (Simmons, 2016) se obtiene:
mdv

——=—d
k v X

Definiendo los limites de integracion con los datos de posicion y velocidad P, =(0,200) y P, =(0.1,80)

del problema:

m 80 dv o.1d
— — T — -x
k Jago Vv 0
Resolviendo las integrales, se tiene:
80
m
—In v| = —x|9t
k 200
Aplicando el TFC se tiene que:
m (1 2|) 1
k 5 10

m
Despejando E se obtiene:

m 1
k ~  10In(0.4)

Substituyendo en el despeje

3m 3( 1

t= = - ) = 8.185175 * 10~ * 5.
400k 400\ 10In(0.4)
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Resolviendo el problema con el uso de Tecnologia

La solucion de las ecuaciones diferenciales de primer grado y primer orden se realizé a través del

Software Matrix Laboratory (Matlab) Version R2018b (Baez-Lopez, 2012; Moore, 2017).

m@ = —kv?
dt
v= dsolve( ‘Dv =-(k/m)*v*2’’v(0)=200",'t")
v =1/((k*t)/m + 1/200)
mv @ = —kv?
dx
v= dsolve(‘Dv=-(k/m)*Vv’, ‘v(0)=200’,’X’)
v =200*exp(-(k*x)/m)
Igualando las ecuaciones:
! = 2009_7“
(7 +200)

Despejando la variable tiempo ¢, se obtiene la ecuacion:

kx
t_m em —1
 k\ 200

y x = 0.1m en la igualdad anterior, se tiene:

. m
Sustituyendo los valores de % Tomoa

3

t=—(-——) 8185175~ 10"*
400( 101n(0.4—)) s

Tercera fase: Verificar

En Verificar como tercera fase de solucién del problema es necesario considerar los siguientes
elementos:
e Analizar la solucién: ;puede verificar el resultado?, ;puede verificar el razonamiento?, ¢ pue-

de obtener el resultado en forma diferente?, ;puede emplear el resultado o el método en
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algun otro problema? ¢;puede obtener el resultado utilizando otro modelo matematico?
e Comparar los resultados obtenidos a partir del modelo matematico propuesto con respecto a
las observaciones dadas como datos correctos del problema, con la finalidad de comprobar si

el objetivo planteado se ha logrado, de no alcanzarlo, es necesario planificar de nuevo.

Aspecto cualitativo informativo

Considerando que el objetivo es determinar el tiempo de movimiento de la bala por la tabla, con
el supuesto de que los datos observados y el modelo matematico propuesto son los correctos, se
pretende verificar que el valor del tiempo , obtenido con el modelo matematico corresponde a la

velocidad de salida observada.

Verificacion

Con base en la segunda ley de Newton se determind, que el modelo matematico a aplicar para
resolver el problema A estaba definido por:

dv

N T
mdt kv

Resolviendo la ecuacion por el método de separacion de variables,

dv k
— =——dt
v m

Definiendo los limites de integracion de acuerdo con los datos de tiempo y velocidad del problema

P,=(0,200) y P,=(tv), se tiene:

v dv k [t
[ G2 a
2

2

Resolviendo las integrales

-1
v

v —kt t

200 m

0
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Aplicando el TFC se tiene que:

1 1k .
200 v m
Despejando v se obtiene la ecuacién:
1
V=
1 k
200 " m*t
m 1
Sustituyendo en el valor de % — ™ 1gm(0.4) S€ genera la ecuacion:
B 1
VT

W—lﬂ*(lnoﬂl)*t

' . . . —_ m

Con base en la ecuacion 9) se tiene que para un tiempo t=0s, la velocidad calculada es Veat = 200 —
. . J— m .

y para un tiempo r=8.185175*10* s la velocidad calculada es Vear = 80.00000006 = se tiene que los

valores calculados de las velocidades con el modelo matematico son muy parecidos a los valores

de las velocidades observadas.

. . _ m m
Como ladiferenciaentre el valor observado vors = 80 -y elvalorcalculado vear = 80.00000006
no es significativa, es decir, [Vobs — Vear | = 6 * 10‘3? entonces se concluye que el modelo matema-

tico propuesto explica eficientemente la dinamica de velocidad de la bala por la tabla.

Considerando que velocidad expresa la relacion de un cambio de posicion con respecto

. . dx . .y sz .
cambia el tiempo, entonces v =; llevando esta informacion a la ecuacién se tiene que:

dx 1

P=—=
1

At 5= 10+ (In04) ¢

Resolviendo la ecuacién en términos de las variables de posicion y tiempo

x t df
jdxzj 1
0 Um—los(lno.'ﬂ*t

m



Se obtiene la ecuacion:

1

m— 101* (11’1 04)t
700 _In|1+ 2000 = (In2.5)¢|

—10+ (In0.4) - 10 * (In 2.5)

In

x(t) =

Con base en la ecuacion 10) se tiene que para un tiempo =0 s, la posicion calculada es x_ =0 m,

!

y para un tiempo 1=8.185175*10* s la posicion calculada es x_,=0.099999999 m, se tiene que los

[
valores calculados de las posiciones de la bala en la tabla son muy parecidos a los valores de las

posiciones observadas.

Como la diferencia entre el valor observado x , =0./m y el valor calculado x_,=0.099999999
m, no es significativa, es decir, [x , -x_ |=1*10" m entonces se concluye que el modelo matematico

propuesto explica eficientemente la dinamica de posicién de la bala por la tabla.

Cuarta fase: Actuar

Como se ha comprobado que las acciones emprendidas han dado el resultado esperado, es de-

cir, se alcanzé el objetivo planteado, entonces no es necesario planificar de nuevo.

e Si la diferencia entre los valores observados y los valores calculados con el modelo mate-
matico propuesto hubieran sido significativos, entonces se recomienda ajustar o cambiar el

modelo matematico propuesto y planificar de nuevo.

Conclusiones

Con base en la segunda ley de Newton, se genero el modelo matematico propuesto, el cual, ex-
plica eficientemente la dinamica de posiciéon y velocidad de la bala por la tabla, implicando que el

tiempo t=8.185175 *10+* s , como variable de interés se calcula en forma eficaz.

La modelizacion matematica implementada a través del ciclo de Deming permitié alcanzar
el objetivo de determinar el tiempo de movimiento de la bala por la tabla. Ademas, resalta la inte-
gracion del binomio herramientas matematicas (modelos matematicos) y la vida cotidiana (fendme-

nos), es decir, el modelo matematico propuesto explica en forma eficiente el fendmeno en estudio.
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Como método de ensefanza de las matematicas en los diferentes niveles de escolaridad,
la modelacion matematica propiciaria en el estudiante la capacidad de ser autodidacta, ademas
de alentar su crecimiento cognoscitivo en los siguientes aspectos:

e Estarinformado: que conozca previamente los elementos de apoyo que existen en su entorno
académico (Cientificos y Tecnologicos), relacionados con la disciplina que en un futuro sera
un experto.

e Estar formado: que entienda claramente los conocimientos necesarios y especificos, sobre
su quehacer como profesionista, ademas, de la interaccion de las diferentes disciplinas que
dependen de las matematicas.

e Estar fransformado: que aplique eficazmente los conocimientos adquiridos en las etapas an-
teriores, a la solucién de problemas especificos.

Finalmente, es necesario considerar hacer algunas interrogantes: el modelo matematico que se

utiliza en el Problema A, ¢ explicaria eficientemente las siguientes situaciones?

» Un cohete que atraviesa una densa capa atmosférica (aeroespacial).
» Una célula es bombardeada por electrones, protones o neutrones (ingenieria biomédica

o biofisica).

» Un fotdn que impacta una muestra biolégica o material de algun tipo (ingenieria optica).
» Como resolveria este problema en el laboratorio de ingenieria, modelando en diversos
materiales similares al block de madera.

Ademas, el Problema A se podra resolver mediante el ciclo de Deming y modelado con la teoria

de trabajo y energia, o termodinamica y/o fisica-matematica como Hamilton-Jacobi.

Finalmente, para mejorar la calidad del servicio educativo hasta llegar a tener y mantener los pa-
rametros internacionales y competitivos, mediante la modernizacion y aplicacién de nuevas técni-
cas, metodologias y filosofias de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas tendientes a

satisfacer las necesidades del cliente, es decir: que el cliente no sufra con mi trabajo.
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