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An Efficient Architecture for Detection of Linear
Dispersion Space-Time Codes Based on QR
Decomposition

Cortéz G. Joaquin, Pizarro L. Andrés O. and Domitsu K. Manuel

Abstract— A novel architecture for detection of Linear
Dispersion Space-Time Codes (LDSTBC) over Rayleigh fading
channels is presented. The LDSTBC scheme consists of one
Alamouti space-time block code unit, plus two more antennas
operating as two layers as V-BLAST unit in the transmitter.
The LDSTBC receiver can be operate with three or more
antennas simultaneously. The proposed receiver is based on an
Ordered Successive Interference Cancellation (OSIC) scheme
and the QR decomposition, which leads to a suitable hardware
implementation. It was designed for Zero-Forcing (ZF)
criterion; reduced complexity is achieved by means of an
adequate rearrangement of the channel matrix elements. The
detection scheme proposed is evaluated and compared with
other similar recently reported proposal, assuming a channel
without spatial correlation.

Keywords— MIMO systems, Linear Space-Time Codes Layered
Space-Time Block Codes, QR decomposition

I. INTRODUCTION

The demand for communication systems that effectively
exploit the wireless channel’s limited capacity [1] has grown
rapidly during the last decade. In recent years, multiple-
input, multiple-output (MIMO) systems have emerged as an
attractive technique to increase the bit rate without raising
neither power nor bandwidth resources. A MIMO system
employs multiple antennas, both at the transmitter and the
receiver, adding an extra degree of freedom in the design of
communication systems. Two techniques have been
developed to take advantage of MIMO systems: Spatial
Multiplexing and Diversity Transmission. The first technique
aims to increase the number of available transmit channels;
one of its main proponents are Vertical Layered Space-Time
Codes, also known as V-BLAST (Bell-Labs Architecture for
Space-Time), which were first introduced in [2]. Their most
interesting attributes are a very high spectral efficiency, ease
of code design and comparatively simple receiver
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architectures; their performance is highly dependent of the
channel statistics such as the spatial correlation between
antennas at the receiver and transmitter ends. The second
technique has the goal of increasing diversity gain; this was
achieved by the Space-Time Block Codes (STBC) [3].
Implementing STBC decoders is relatively easy to carry out,
but they have the disadvantage that their spectral efficiency
is low. A popular scheme that reaches full-diversity and full-
rate was proposed in a seminal work by Alamouti [4].

Based on these techniques, a kind of space-time codes
called linear dispersion space-time codes was presented in
[5]; these codes are proposed as a very simple way to
simultaneously obtain transmitter diversity and spatial
multiplexing gain. The objective of our work is to introduce
a detection scheme for this kind of codes.

We refer to this new architecture as ZF-QR-OSIC-
LDSTBC, since the receiver is based on an Ordered
Successive Interference Cancellation (OSIC) scheme and on
the QR decomposition, and it uses the Zero-Forcing criterion
[6]. We rearrange the elements of the channel matrix H in
order to simplify its QR decomposition, and avoid
calculating any matrix pseudo-inverse in the estimation and
detection of the transmitted symbols. Symbols exhibiting
diversity gain are detected first, followed by the spatially-
multiplexed symbols. We show, by means of computer
simulations, that the proposed scheme is capable of
achieving similar performance with fewer antennas than
other similar and recently proposed algorithms [7], [8], [9].

The outline of the paper is the following: Section Il details
the channel model under consideration. Section Ill contains
an in-depth explanation of the proposed architecture and the
detection algorithm. Section IV presents the detection
algorithm proposed, in the section V we analyzes the
simulation results; our conclusions are presented in section
VI.

Il. CHANNEL MODEL

A. Rayleigh Fading Channel

It is assumed that the propagation channel between each
pair of transmit and receive antennas can be modeled as a
Rayleigh narrowband stationary stochastic process. We also
consider that the channel is scatterers-rich at both the
transmitter and receiver sides. For simulation, a realization
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Fig. 1. ZF-QR-OSIC LDSTBC Transmitter/Receiver.

of the MIMO channel can be expressed as a random matrix
H of size Ngxny, where ny and ng are the number of antennas
at the transmitter and receiver, respectively. The elements of
H are denoted hy, for i=1, 2,...,ng, j=1, 2, ...,nr. With the
propagation model considered, each entry of H at any time is
a complex Gaussian random variable with zero mean and
variance 0.5 per dimension. We assume that the temporal
channel fading is slow compared with the symbol period T,
and thus a quasi-static block fading model is enough to
characterize the temporal correlation; therefore, the channel
matrix H is randomly generated, but remains constant during
the transmission of one space-time code word of length 2T.
A new realization of the channel matrix, independent of the
previous one, is then generated for each new space-time code
word.

I1l. SysTem MODEL

A. Linear Dispersion Space-Time Codes

The general structure of a linear dispersion code assume
that the system have ny transmit antennas, ng receive
antennas and where a set of Q symbols taken from a r-QAM
constellation, are send through of the ny transmit antennas
during T symbols period. The allocation in space and time of
the transmitted symbols is specified in the transmission
matrix S.

The linear dispersion code for the matrix S can be defined by
the next equation:

S:i(anq—i_jﬂqu)’ @

Where the real scalars {aq,ﬂq} are given by s, =a, + jB,,
for q=12,...,Q. The code is completely specified by the
fixed T xn, complex matrices A,..., A, and B,,..., B, .

B. QR-OSIC LDSTBC Transmitter

In general, the transmission process of a linear dispersion
space-time codes scheme can be divided in layers, like V-
BLAST. However, in contrast to V-BLAST, these schemes
may consist of a stream of symbols at the output of an
Alamouti STBC encoder [4], which is sent to a group of
antennas, or of an uncoded stream, which is transmitted from
a single antenna. The basic idea behind these structures is to
combine array processing and space-time coding, as
presented in [10]. We propose a linear dispersion space-time
code MIMO transceiver, whose structure is shown in Fig. 1.

TABLE I. ANTENNA MAPPING FOR LDSTBC SCHEME

Time Antenna 1 Antenna 2 Antenna 3 Antenna 4
t
Sl S3 SS SG
+ * * * *
t+1 —s; —s, -s; s

It employs four elements to transmit with three spatial
multiplexing layers. In the first two layers one spatially
multiplexed antenna is used in each layer, while in the third
layer an Alamouti STBC encoder is used. Three or more
antennas may be used in the receiver. As can be inferred
from Fig. 1, we consider a MIMO system consisting of ny=4
transmit antennas and ng >3 receive antennas. The input bit
stream is mapped to symbols using a QAM-16 modulator.
For the purposes of simplification we assume that all the
antennas transmit information symbols from the same
constellation map, also we assume that the receiver is
perfectly synchronized. The channel is modeled as H , where
each element h, is the complex transfer function from

transmitter j to receiver i. The receiver is assumed to know
H perfectly. Also, it is assumed that H is full-rank. The
total transmitted power is normalized to 1 watt.

During two symbol periods, the sequence of symbols
{s.};, is transmitted and multiplexed over the four antennas

as shown in Table I; therefore, we can write the system
equation for the case when ny=4 and ng=4, over two symbol
periods, as:

Y Yio hy by, hg by S0 =S, Ny Ny,
Ya1 Y22 hat hay hps Ny |83 =, + Ny Ny, (2)
h,, h, hy, h _s N, Ny, |’
5
Ya Ya 31 a2 Mg 3y || S5 — S 31 N3z
Yar Ya hyy hyy Mz hyy S Se Ny Ny

or, equivalently,
Y=HS+N, (3)

wherey;and n; are the received signal and noise,
respectively, in the instant t for the receiver antenna i. The
noise samples n; are i.i.d. complex Gaussian random
variables with zero mean and variance o7 .

From equation (2), it can be seen that six information
symbols (two from each multiplexed layer) are transmitted
in 2T consecutive channel uses.

C. ZF-QR-OSIC LDSTBC as linear dispersion space-time
code
The transmission matrix S for ZF-QR-OSIC LDSTBC can be
specified by the next dispersion matrices A,...,A, and

B,,...B, for g=12,...,Q, T=2, ny=4 and ng=4.
_[1000 _[0000 _[o100 A 0000
A= 0000 A= -1000 A= 0000| " |0-100

_[o010 _[o001
A= 0001 A= 00-10
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1000 0000 0100 0000
B, = B, = B, = B, =
0000 1000 0000 0100
0010 0001
B, = B, =
000-1 0010

The matrices that generate the symbols of the transmission
matrix S satisfies the constraint 1 of the proposed method
given in [6].

I\V. DETECTION ALGORITHM FOR ZF-QR-OSIC

LDSTBC

The order of detection using Ordered Successive
Interference Cancellation (OSIC) techniques based on the
zero-forcing solution [6] in V-BLAST systems is very
important because an optimum order can reduce the risk of
error propagation in the estimation of the transmitted
symbols. In [11] a very efficient method to obtain an optimal
order based on the QR decomposition of the channel matrix
H was proposed, it is presented as an extension to the
Modified Gram-Schmidt algorithm [12] by reordering the
columns of the channel matrix prior to each
orthogonalization step. The principal idea is that [|r.Jf* is
minimized in the order in which are computed (from 1 to ny)
instead of being maximized in the order of detection (from
nr to 1). Applying this idea in our proposed scheme for the
two layers operating as V-BLAST we have to reorder the
columns one and two from H of way that their norms
satisfied the next equation:

HEL) < [HE2), (4)

In [13], a successive interference cancellation scheme using
the QR decomposition for the double space-time transmits
diversity (DSTTD) system is proposed. We introduce the
following difference: by rearranging the elements of the
channel matrix H, the QR decomposition may be used to
estimate the transmitted symbols. Adjusting this idea to our
scheme, we rewrite equations (2) and (3) to obtain (5) and

(6):

Yu _hu 0 h12 0 h13 h14 1 n,
y:z 0 _hl*l 0 _hl*z h:4 _h;3 S, nl*z
Yo hz1 0 hzz 0 h23 h24 S, Ny
y;z _ 0 _hz*l 0 _h;2 h;l _hz*s S I n;z (5)
Ya h31 0 hsz 0 h33 h34 S, Ny
y;z 0 _h;1 0 —h; h;l _h;3 Ss n;
y41 h41 0 h42 0 h43 h44 _SG_ n41
_y:z | _0 _h:1 0 _h:z h:A —h;3 _ _n;2_

or equivalently,

Y =H.S, +N,_. (6)
In the last expressions, the sub index m stands for modified.
Note that the elements of the channel matrix have been
rearranged in such a way that the QR decomposition leads
directly to OSIC detection. It is also worthwhile to note that
with this method, a change in the number of receiver
antennas is straightforward; we need only to add or eliminate

the corresponding rows to H .
D. ZF-OSIC based on the QR decomposition (ZF-QR-
OSIC-LDSTBC)

We first calculate the QR decomposition [12] of the
channel matrixH_, i.e.H_ =QR, where Q is a unitary

matrix and R is an upper triangular matrix. By multiplying
the received signal (6) by Q", the modified received vector
is:

Y, =Q"Y =RS,+N,_, (7
if vector Sy, is transmitted. Note that the statistical properties
of the noise term N_ =Q"N_ remain unchanged. Due to the
upper triangular structure of R, the k-th element of Y_ is:

4
Y = NS t+ ; S +N,

o (®)

The symbols are estimated in sequence, from lower stream
to higher stream, with successive interference cancellation;
assuming that all previous decisions are correct, the
interference can be perfectly cancelled in each step except

for the additive noise. The estimated symbol $, is given by:
Y~ 2 rki§i

§ =D ikl ’
¥ r, 9)

where §, is the estimate of s, and D[] is a decision device

that maps its argument to the closest constellation point. We
use the Modified Gram-Schmidt (MGS) method [11] to
obtain the QR decomposition. In view of the structure of
H,, and that the first two columns of H,_have the same

values and are orthogonal, Q and R are simplified to (10),
(12):

_QM 0 ds 0 0y -0 |
0 -0y 0 —di G O (10)
O 0 Om 0 Gy — Oy
0 -0 0 —05 Ui O

Q= .
Os; 0 Oss O Qg —0Qgs
0 _q; 0 _qgs Ues qgs
dn 0 dz 0 Oy _qgs
_0 _q;l 0 _q;a Ugs q;s i
T} 0 M3 0 Is _rzzs
0-r, 01y Iy Iy (11)
R 0 0r, 0 1y —ry

0 0 0 -1 I Iy
000 O r,oO
000 0 0 rg

Note that the last structure further reduces the complexity
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TABLE Il. SPATIAL DATA RATE FOR THE DIFFERENT SCHEMES

] . QRrsSIC
Vv g';rAOST V-BLAST ZFQORS_'C GROUP  MIMO-
Foreing MMSE S RECFEIVE STBC
7 7 3 2 2

of the decomposition of the matrix H,, as it is only

necessary to compute three columns of Q and three rows of
R (irrespective of the numbers of rows).
From (10) and (11), we can see that the structure of H_

may be exploited to reduce the complexity of the QR
decomposition. Therefore, we can implement a low
complexity ZF-OSIC based on the QR decomposition (ZF-
QR-OSIC) for the LDSTBC scheme proposed.

V. RESULTS

We compare the performance of the detection schemes in
terms of bit error rate (BER) for uncorrelated channels. We
use a QAM-16 modulator. All simulations were run until
2000 frame errors were found. We define the spatial code
rate rs=N/T, where N independent symbols are transmitted
over T symbol periods, as the average number of
independent symbols transmitted from all antennas per
symbol period. The receiver is assumed to have perfect
channel estimation. Fig. 2 show the obtained BER for the
different schemes, including ZF-QR-OSIC LDSTBC. In the
table 11, we show the spatial code rate for the different
schemes evaluated in this work. Making an analysis of the
figure 1 and the Table 11, we can see as the scheme proposal
in this work shows a better trade-off between performance
and spectral efficiency with respect at schemes based in
spatial multiplexing or diversity. For example we observe in
the figure as our proposal for BER=2e-03 outperforms with
10dB and 8dB at the schemes purely spatial proposed in [6]
and [9]. Exchange with respect at the schemes with diversity
proposed in [7] and [8], our proposal shows around 1.25dB
and 1.75dB worst for BER=1e-03 respectively, but we
achieve a major spectral efficiency with respect these

schemes.

In summary, we have proposed a transmission scheme
with better trade-off among performance and spectral
efficiency complexity, with respect at schemes purely spatial
or with diversity. Also the detection scheme proposed is
easily scalable and with low complexity and may be more
attractive to uses in systems that require high data rate
transmission with low power consumption.

VI. CONCLUSIONS

Linear dispersion space-time receivers represent a
compromise between diversity and high spectral efficiency.
It is interesting note as they allow the possibility of increases
the rate of the purely diversity scheme with a penalty in their
performance of the system, but with a better behavior with
respect at schemes purely spatial. Current power and
hardware size requirements dictate that receivers should be
as simple as possible and avoid complex operations. We
have shown a receiver algorithm that avoids matrix inverses
while also reducing the complexity of the QR
decomposition.
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Estabilidad de Sistemas No-lineales: Sistema de
Nivel de Liquidos de Dos Tangues Interconectados.

Anzurez M. Juan, Padilla G. José A. y Cuevas S. Omar.

Resumen— En el presente articulo se plantea una
metodologia para el analisis de estabilidad de los sistemas no
lineales utilizando el método directo e indirecto de Lyapunov.
Al mismo tiempo, se plantea la solucion desde el punto de vista
grafico a partir del Retrato de Fase obtenido utilizando la
herramienta “Pplane7.m” de Matlab®. Se presenta una revisién
de las principales caracteristicas de los sistemas no lineales y se
listan los principales puntos de equilibrio para dichos sistemas,
asi como sus propiedades. El andlisis realizado esta
desarrollado para sistemas de segundo orden representados
mediante variables de estado. El ejemplo de aplicaciéon esta
basado en el modelo de un sistema hidraulico no lineal de dos
tanques interconectados.

Palabras clave—Estabilidad de Lyapunov, Método directo e
indirecto de Lyapunov, Puntos de equilibrio, Estabilidad
asintética, Retrato de fase.

I. INTRODUCCION

La mayoria de sistemas fisicos son de naturaleza no
lineal. Sin embargo, es posible realizar aproximaciones de
estos sistemas para considerarlos como sistemas lineales. La
aplicacion de técnicas de control no lineal permite un mejor
entendimiento del sistema fisico y por ende mejores
resultados en el control del mismo. Por esta razén, durante el
modelado del sistema fisico es necesario considerar la
estabilidad del mismo y los puntos de equilibrio [10].

Asi, la estabilidad es una de las caracteristicas mas
importantes de los sistemas dinamicos. Cuando se analiza la
estabilidad de dichos sistemas, surgen diferentes problemas
segin la manera en que se caracterice el propio sistema en
consideracion. Por ejemplo, para sistemas lineales y
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estacionarios, existen métodos para poder determinar su
estabilidad entrada acotada salida acotada (BIBO por sus
siglas en inglés Bounded Input Bounded Output; es decir, un
sistema lineal invariante en el tiempo se dice BIBO estable si
y solo si a toda funcion de estrada acotada le corresponde
una funcién de salida acotada) tales como el criterio de la
respuesta al impulso, el criterio de Routh y el de Nyquist.
Sin embargo cuando se tratan sistemas no lineales, estos
métodos no tienen validez.

La riqueza dinamica de los sistemas no lineales presenta
ciertos fenémenos que no son evidentes en los sistemas
lineales [1]. Uno de estos fendomenos es la existencia de
multiples puntos de equilibrio aislados. Un sistema lineal
puede tener un solo punto de equilibrio aislado, y por lo
tanto un solo estado de régimen estacionario que —si el punto
es estable— atrae al estado del sistema independientemente
del estado inicial. En cambio, los sistemas no lineales
pueden tener varios puntos de equilibrio, y la convergencia a
uno estable depende del estado inicial. Es por ello que,
resulta importante estudiar la estabilidad de los diferentes
puntos de equilibrio de los sistemas no lineales con lo cual se
logra un mejor entendimiento del comportamiento del
mismo.

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico es
estable en el sentido de Lyapunov si todas las soluciones que
nacen en las cercanias del punto de equilibrio permanecen en
dichas cercanias; de otra forma resulta inestable. El punto de
equilibrio también es asintdticamente estable si las
soluciones ademéas de permanecer en las cercanias del
mismo, tienden hacia el punto de equilibrio a medida que
transcurre el tiempo [3], [4], [11]. Asi ademas, la estabilidad
se puede analizar utilizando técnicas gréaficas como lo es un
retrato de fase, donde se muestran las regiones o puntos
estables del sistema y la direccion desde la cual se alcanza la
estabilidad.

En este articulo se presentan algunas técnicas de anélisis
de estabilidad de los puntos de equilibrio de sistemas no
lineales mediante el analisis del comportamiento del estado
en una vecindad del punto de equilibrio. La estabilidad se
analiza en el sentido de Lyapunov mediante sus dos métodos
directo e indirecto. Una caracteristica importante en el
articulo es la utilizacion de la herramienta de Matlab®
llamada “Pplane7.m”, mediante la cual se obtienen los
retratos de fase para mostrar los conceptos de estabilidad de
los puntos de equilibrio de manera grafica con ello se facilita
la interpretacion del analisis. El sistema no lineal
seleccionado para el andlisis es un sistema hidraulico
formado por dos tanques interconectados. En la Figura 2 se
muestra un esquema del mismo.
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La estructura del articulo es como sigue: en la seccién 1l
se presentan las principales propiedades de los sistemas no
lineales, definiciones basicas asi como la clasificacion de los
principales puntos de equilibrio que se presentan en los
sistemas no lineales. En la seccion Il se hace una
presentacion basica de la teoria de estabilidad de Lyapunov.
En la seccion IV se presenta el modelo del sistema bajo
andlisis, se muestran los resultados de estabilidad aplicando
la teoria de Lyapunov, asimismo se muestran los resultados
graficos usando la herramienta “PPlane7.m” de Matlab®
usando tres escenarios a partir del cambio de la naturaleza
del flujo de entrada al sistema. Finalmente la secci6on V
presenta algunas conclusiones generales del trabajo
presentado en este articulo. Es de interés de los autores
mostrar la facilidad del uso de la herramienta de Matlab®
para el andlisis de la estabilidad de sistemas no lineales. En
el presente articulo no se hace la demostracion de los
teoremas, el lector se puede referir a las citas que se enlistan
después de los teoremas.

Il. PROPIEDADES DE UN SISTEMA NO LINEAL

Generalmente cuando se trabaja con sistemas dinamicos
que son modelados mediante un ndmero finito de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden acopladas, donde las
variables de estado representan la “memoria” que tiene el
sistema dinamico de su pasado. Usualmente se emplea la
notacién vectorial para escribir estas ecuaciones de manera
compacta, se puede definir y reescribir las n ecuaciones
diferenciales de primer orden como una ecuacion diferencial
vectorial de dimensién n [1].

x=f(t,x,u)

Donde X € R" representa los estados, U € R" son las
variables de entrada todo con respecto al tiempo t.

Todos los sistemas fisicos son inherentemente no
lineales, los sistemas de control son no lineales en una cierta
extension y pueden ser descritos mediante ecuaciones
diferenciales no lineales.

El sistema no lineal puede ser aproximado mediante un
sistema linealizado:

1. Siel rango de operacién es pequefio.

2. Si las no linealidades involucradas son suaves.

3. Sisu dindmica se describe mediante un conjunto de

ecuaciones diferenciales lineales.

Por esta razdn, tienen un rango de operacién mas amplio
y su comportamiento en la vecindad de un punto de
equilibrio es similar a la del sistema lineal. Es decir, el
estudio de estos sistemas mejora la interpretacion de los
sistemas dinamicos.

Los sistemas no lineales pueden presentar oscilaciones
de amplitud y periodo fijos sin excitacion externa, es decir,
pueden presentar lo que se conoce como ciclos limite.
Ademas, los cambios cualitativos de los pardmetros de un
sistema no lineal conllevan a cambios cualitativos de las
propiedades del sistema.

En los sistemas lineales, pequefias diferencias en las
condiciones iniciales pueden causar s6lo pequefias

diferencias en la salida. Los sistemas no lineales pueden
desplegar un fendmeno llamado caos. Un sistema estable
tiende a lo largo del tiempo a un punto de equilibrio, u
orbita, segln su dimension (atractor). Un sistema inestable
se escapa de los atractores. Y un sistema ca6tico manifiesta
los dos comportamientos. Por un lado, existe un atractor por
el que el sistema se ve atraido, pero a la vez, hay "fuerzas"
que lo alejan de éste. De esa manera, el sistema permanece
confinado en una zona de su espacio de estados, pero sin
tender a un atractor fijo. Una de las mayores caracteristicas
de un sistema inestable es que tiene una gran independencia
de las condiciones iniciales. De un sistema del que se
conocen sus ecuaciones caracteristicas, y con unas
condiciones iniciales fijas, se puede conocer exactamente su
evolucion en el tiempo. Pero en el caso de los sistemas
cadticos, una minima diferencia en esas condiciones hace
que el sistema evolucione de manera totalmente distinta [12].
Ejemplos de tales sistemas incluyen la atmdésfera terrestre, el
Sistema Solar, las placas tectonicas, los fluidos en régimen
turbulento y los crecimientos de poblacién.

Una de las herramientas graficas Utiles para la
visualizacion cualitativa del comportamiento de sistemas no
lineales es el llamado Retrato de Fase, el cual esta
constituido por la familia de todas las trayectorias o
soluciones de un sistema no lineal de segundo orden para
diferentes condiciones iniciales, a través de las isoclinas.
Este método fue introducido por Henri Poicaré, dicho
método es aplicable a cualquier tipo de no linealidad, con la
premisa de que muchos sistemas se pueden aproximar a uno
de segundo orden, sin embargo, desde otro punto de vista
esto puede representar una ligera desventaja. En el presente
articulo se utiliza la herramienta “Pplane7.m” de Matlab®
para dibujar el retrato de fase del sistema no lineal motivo de
analisis, es decir, del sistema de nivel de liquido de dos
tanques interconectados.

A. Clasificacion de los puntos de equilibrio

De acuerdo a la ubicacion de los polos del sistema los
puntos de equilibrio en un sistema no lineal se pueden
clasificar como:

1. Nodo estable, si los polos son reales y se encuentran
en el semiplano-izquierdo.

2. Nodo inestable, si los polos son reales y se
encuentran el semiplano-derecho.

3. Foco estable (espira) cuando los polos son
complejos en el semiplano izquierdo.

4. Foco inestable (espira) cuando los polos son
complejos en el semiplano-derecho.

5. Centro, cuando los polos son complejos en el eje
imaginario.

6. Nodo silla, cuando hay un polo real en el semiplano
izquierdo y otro en el semiplano derecho.

7. Linea continGa de puntos de equilibrio, cuando un
polo es nulo.

8. Puntos de equilibrio hiperbélico (estructuralmente
estable): conserva su comportamiento cualitativo
ante pequefias perturbaciones. Condicion: las raices
del modelo linealizado tiene Re A=0.
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Fig. 1. Ejemplos gréficos de los puntos de equilibrio para un sistema no
lineal. (@) Nodo estable, (b) Nodo silla, ( ¢) Foco estable y (d) Centro

El comportamiento cualitativo de un sistema no lineal
cerca de un punto de equilibrios puede determinarse por
medio de la linealizacion. Los puntos de equilibrio de un
sistema no lineal reciben el mismo nombre del caso lineal
(nodo, foco, silla). Un punto de equilibrio (PE) es aislado si
al linealizar, |A| # 0. Por ejemplo, el péndulo invertido tiene

puntos de equilibrio tipo foco.
En la Figura 1 se muestran 4 ejemplos de diagramas de
retrato de fase para puntos de equilibrio.

I1l. ESTABILIDAD DE LYAPUNOV

Un punto de equilibrio se dice estable si todas las
soluciones que se inicien en las cercanias del punto de
equilibrio permanecen en las cercanias del mismo, de otro
modo el punto de equilibrio es inestable. Un punto de
equilibrio se dice asintdticamente estable si todas las
soluciones que inicien en las cercanias del punto de
equilibrio no s6lo permanecen en las cercanias del punto de
equilibrio, sino que ademas tienden hacia el equilibrio a

medida que el tiempo se aproxima a infinito.
Teorema 1 (Método Directo): Sea el origen x=0 un

punto de equilibrio del sistema nolineal x = f(x) donde
f:DcR" es una funcion continuamente diferenciable y
D < R" esun entorno del origen. Sea

of (x)

OX

x=0

Entonces, el origen es ASINTOTICAMENTE ESTABLE
si todos los valores propios de A tienen parte real negativa.

Fig. 2. Sistema Hidraulico de dos tanques en cascada.

El origen es INESTABLE si uno o més valores propios
de A tienen parte real positiva. ¢
Teorema 2 (Método Indirecto): Sea el origen x=0 un

punto de equilibrio de ;<: f (x) ysea D R" un dominio

que contiene al origen. Sea V — R una funcion
continuamente diferenciable tal que:

V(0)=0 y V(x)>0 en D-{0}
\}(x)so en D

Entonces x =0 es ESTABLE, mas aun, si

V(x)<0 en D,

entonces x =0 es ASINTOTICAMENTE ESTABLE ¢.
La demostracién de los teoremas 1y 2 se pueden ver en

(1], 3]y [4].

IVV. APLICACION: SISTEMA HIDRAULICO DE DOS
TANQUES INTERCONECTADOS
El sistema bajo analisis esta formado por dos tanques
conectado en cascada, es decir, el flujo de salida del primer
tanque es el flujo de entrada al segundo tanque, como se
muestra en la Figura 2.
El modelo matematico del sistema esta definido por:

. fow
h(t) =2~ h, M
. W, W,

h, (t) ==\ ——2Jh, )
A A
Donde h; y h, son los niveles de los tanques, f. el flujo
de alimentacion o entrada, w; y w, son las razones del flujo

de salida de cada deposito, y A; el area de la seccién
transversal del tanque.

A. Sistema Hidraulico con entrada unitaria
Para fines practicos de estudio tomamos los siguientes
valores:
w, = A = f, =1(unidades) w, =2(unidades)
Sustituyendo, el sistema (1)-(2) se convierte en:

ISSN 1870 - 9532



RIEE&C, REVISTA DE INGENIERIA ELECTRICA, ELECTRONICA Y COMPUTACION, Vol. 5 No. 2, DICIEMBRE 2008 9

h(t)=1- ®)
, (1) = b -2, @

El siguiente paso de la metodologia es encontrar los
puntos de equilibrio. Para ello primero, igualamos a cero las
derivadas, es decir:

b= f,(h,h,) =0
ho = T, (h,h,) =0

De la ecuacion (3) obtenemos que:

1-Jh =0 - h=1

De la ecuacion (4) y sustituyendo h;:

1

Jn-2/h, =0 - h -4
De lo anterior se observa que el sistema tiene un solo
punto de equilibrio (para estas condiciones) el cual se

encuentra en (hl =1h,= %) .

A continuacidn, se prueba la estabilidad del punto de
equilibrio usando primero el método indirecto de Lyapunov,
es decir, usando linealizacion, para ello se determina el
Jacobiano establecido por el teorema 1 definido como:

oA o
_of | oh oh,
ONlye | 2, O,
oh, oh, |
Resultando:
1
= 0 1
-= 0
A= 2 .
N 1,
2h b, o) 2
Se encuentran los valores propios de A.
s+1 0 1
det(sl - A) =det| 2 :(s+—j(s+2)
1 2
-—— S+2
2
Por lo que los eigenvalores son:
1
S = —3 y s,=-2

Entonces, debido a que los polos son reales negativos el
punto de equilibrio es un NODO ESTABLE, de acuerdo a la
clasificacion de los puntos de equilibrio, vista en la seccién
1.

Ahora, usando el método directo de Lyapunov:

Sea la funcién de Lyapunov V(h)=h"Ph donde
P = Identidad , es decir:

pplane? Setup =1 EoR|*>x3
File Edit Gallery Desktop Window Help L]
The differantial equations.
| hS syl pArsanh 1)
| h = f L sqrih D A st
Paramaters | k| = | L | | | L
or I 2= i I =
EEpressions | will = | 1 | - |
The display window, The direction field.
The minimum walue of hi =
. g @@ amous Humber of
The maximum walue of h1 = 2 " Lnes field paints per
The: minimum walue of h2 = 0  Nullclines o or column.
The mazimum value of h2 = 2 " None 20
Quit | Rewvert | Proceead

Fig. 3. Interfase grafica para la introduccion de las ecuaciones del sistema
hidraulico en Pplane7.m.

V(h)=3(h+n3)
Con esto se cumple la primera condicién V (h)>0 del
teorema 2. Posteriormente se obtiene:

\} (h)z oV (h) f;l+ a\grfh) h°2

La cual nos queda como:

V(h)=h (1= )+, (YR - 2R

Reordenando los términos

\}(h):—(i/E+2€/E)+(hl+\/Eh2)

Donde es facil ver que el primer término de la derecha
es el término dominante; es decir,

(hl+\/Eh2)$(i/E+2€/E)

Entonces, sin importar los valores que tome h, y h, la
V (h) nunca tomara valores positivos, esto es, se cumple la

segunda condicién del teorema 2 \7(h)§0. Por lo tanto el

punto de equilibrio es ESTABLE.

Una segunda parte del analisis de estabilidad propuesto
en este articulo, es la simulacion utilizando la herramienta o
rutina “Pplane7.m” de Matlab®, con la cual a través de su
interfase podemos construir los retratos de fase de sistemas
no lineales de segundo orden (se usan las dos ecuaciones).
La interfase grafica de Pplane7 se muestra en la Figura 3 en
ella se escriben directamente las ecuaciones diferenciales,
parametros o expresiones, el rango de la ventana donde se
dibuja el retrato de fase, es decir los valores maximos de las
variables de estado y el nimero de puntos por renglon y
columna.

Asi, con los datos del ejemplo se obtiene el retrato de
fase mostrado en la Figura 4.

En la figura 4 se puede observar facilmente el punto de

equilibrio en (1,%) para diferentes condiciones iniciales por
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h " = (fefA) - (w1/A) sqri(h1)
h2 " = (wifA) sqrt(hl) - (W2/A) sqrt(h2)

a

1
%
[

T T T T T
2‘"%'&5':"3":‘&'" 5 : = f_"*“ 7
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Fig. 4. Retrato de fase de sistema hidraulico de dos tanques.
R pplane7 Setup [F=1Eo | =)
File Edit Gallery Desktop Window Help k]

The differantial equations.

[ B "= pfessul prsanii1)
[ he "= fw 1 sqrtin HuzeaF sqrthz)

Parameters | fells | v | vajis | !
or | ol 1 | |
ERpressions | " = | 1 | - |
The display window, The direction field,
The minimum walue of hi = R
. ! (& pmows Number of
The maximum walueg of h1 = 1 O Lnes field paints per
The minimum walue of h2 = K " Hullclines T o Golumn.
The maximum walug of h = 1 ™ Mone m
Quit | Revert | Procead

Fig. 5. Interfase gréfica de Ppalne7 de MATLAB, para el sin entrada.

lo que este punto es un NODO ESTABLE, como se habia
definido a través del método analitico.

B. Sistema hidraulico sin entrada

Considérese un flujo de entrada cero y seguimos
considerando el area de los dos tanques iguales y de
magnitud unitaria. De igual manera para el factor de apertura
en las dos valvulas, con lo cual los parametros del modelo
son:A=1, k, =1, k, =1y f, =0. Tal como se muestra en la

interfaz grafica de “Pplane7.m” en la Figura 5.

De manera similar al ejemplo anterior podemos hacer el
analisis de este caso como se indica a continuacion; para el
sistema sin entrada el modelo (1)-(2) tiene la siguiente

forma:
h=—Jhy
h.2 = \/E ) \/E

Para encontrar el punto de equilibrio, las ecuaciones
diferenciales se igualan a cero

®)

1= (fedA) - (w1sA) sqrifh1) fe=0 w2=2
h2" = (wlsA) sqri(hl ) - (w2iA) sqri(h2) A=1 wi=1

0.8 |- -4-
P LT SRS S S S SR N O 0 LR
07 - -t - -4 -1

0.6 —--

h2

05 ---4-
Dl L
B3f---

02--

Fig. 6. Retrato de fase para diferentes condiciones iniciales.

0=-Jh  —>h=0
0=y -h, >h,=0

Asi, es facil ver que el punto de equilibrio (PE) se
encuentra en (0,0), el cual es diferente al del caso anterior,
con lo cual se demuestra la existencia de maltiples puntos de
equilibrio en un sistema no lineal.

En el retrato de fase de la Figura 6 se observa la
trayectoria para diferentes condiciones iniciales. Por
ejemplo, para la condicion inicial h, =1y h, =0, el tanque
1 inicia con una altura unitaria y durante la evolucién, hacia
el origen, transfiere su volumen al tanque 2 con un factor de

apertura en la valvula kl. El tanque 2 a su vez, desahoga su

volumen quedandose finalmente ambos tanques con una
altura de cero. Entonces cualquier trayectoria del retrato de
fase terminara en el punto de equilibrio.

C. Sistema hidraulico con f, =0.5
Por otro lado, para un flujo de entrada constante
f, = 0.5, su diagrama de fase se muestra en la Figura 7. En

éste se ilustra la nueva trayectoria de evolucion del sistema y
como el punto de equilibrio ha cambiado a h =0.25 y

h,=0.25.

El punto de equilibrio con entrada de flujo constante
representa la permanencia constante de los estados en un
punto diferente al origen. Para demostrar la estabilidad se
considera la entrada f, =0.5, entonces las ecuaciones de

estado se reescriben como

(6)

Igualandolas a cero para obtener su punto de equilibrio
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h * = (fedi) - (wliA) sqrith1) fe=5 w2=1
h2 "= (wllA) sqrifh) - (w2iA) sqri(h2) A=1 wi=1
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Fig. 7. Retrato de fase para el sistema de dos tanques con fe =0.5.
2 2
0=05-h —>hl=(£] :(Ej =0.25
K, 1
.Y (05
0=1/h -h, —>h2:(k—9j :(Tj =0.25
2

De igual manera que en el ejemplo 1, la metodologia
indica el empleo del Jacobiano (Teorema 1) y la evaluacién
del mismo en el punto de equilibrio.

df,  df, 1

it B - 0
PO T 2h” (1o
e|d, dh ) T 1 1 1
dh, dh, . 2hluz B thuz

(0.25,0.25)

Se desarrolla det(SI — AIPE) .

1
det(SI — A) = det{ Sl+

0 }:(s+1)(s+1):(s+l)2
+1

Es facil de ver que los valores propios del sistema son
reales y negativos, por lo tanto el punto de equilibrio es un
NODO ESTABLE, como ya se habia observado en el retrato
de fase de la Figura 7.

V. CONCLUSIONES

La metodologia para el andlisis de estabilidad de los
puntos de equilibrio de los sistemas no lineales desde el
punto de vista de Lyapunov, basados en el método directo
como en el indirecto, permite obtener resultados formales de
estabilidad con un cierto grado de dificultad; sobre todo al
momento de la seleccién de la funcién de Lyapunov.

El retrato de fase disefiado usando “Pplane7.m” de
Matlab® se presentan en este articulo como una alternativa

didactica para demostrar gréaficamente el analisis de
estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas no
lineales de segundo orden. Para lo cual se hace necesario
mostrar una lista de los principales puntos de equilibrio que
se pueden apreciar en este tipo de sistemas.

El ejemplo de aplicacion utilizado (Sistema hidraulico
no lineal de dos tanques interconectados) permite demostrar
la efectividad de la metodologia para el andlisis de
estabilidad de los puntos de equilibrio, tanto en forma
analitica como en forma gréfica. En el sistema de los dos
tanques, el punto de equilibrio con entrada de flujo
constante, representa la permanencia constante de los
estados del sistema en un punto diferente al origen.
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Aplicacion del Dominio Armonico Extendido al
Analisis de Estado Quasi-Estacionario de los
Sistemas Eléctricos de Potencia

Léazaro C. Isidro, Maldonado P. Jesus y Rico M. Jesus

Resumen— Este articulo presenta una técnica para
analizar sistemas eléctricos de potencia en estado quasi-
estacionario, en los cuales se incorporan cargas dinamicas no
lineales en algunos de sus nodos, en particular motores de
induccion. La técnica toma como base las series de Fourier, el
principio de los fasores dinamicos y los conceptos de las
matrices operacionales, herramientas que conforman lo que
hoy en dia se conoce como Dominio Arménico Extendido
(DAE), en conjunto con el estudio de Flujos de Potencia. El
DAE permite la conexién de una carga dindmica a un sistema
de potencia de manera directa. La principal ventaja de esta
técnica es el hecho de obtener una herramienta generalizada
capaz de estudiar sistemas con las caracteristicas antes
mencionadas, los cuales a través de herramientas comerciales
como el ATP (Alternative Transients Program) dificultarian su
estudio, debido a que en general este tipo de sistemas tiene un
comportamiento subamortiguado de larga duracién. Ademas,
mediante esta técnica se puede entre otras cosas detectar y
estudiar las depresiones de voltaje, los cuales pueden ocurrir
por la conexion repentina de grandes cargas en los sistemas
eléctricos.

Palabras clave— Dominio Arménico Extendido, Fasores
Dindmicos, Matrices Operacionales, Motor de Induccion, Series
de Fourier.

I. INTRODUCCION

Hoy en dia existe una gran cantidad de herramientas
disefiadas para estudiar los sistemas eléctricos de potencia,
con la finalidad de optimizar su operacion, algunas de ellas
se han desarrollado para el estudio de su estado dinamico,
por ejemplo el ATP, cuya principal potencialidad es el
analisis de los transitorios electromagnéticos que presentan
una duracion de tiempo alrededor de microsegundos. Otras
se han desarrollado para el analisis del estado estable, tal es
el caso de la herramienta de flujos de potencia, cuya solucion
proporciona el estado de operacion del sistema para
condiciones de carga constantes.

Manuscrito recibido el 11 de Febrero de 2008. Este trabajo fue respaldado
por la Facultad de Ingenieria Eléctrica de la Universidad Michoacana de San
Nicolas de Hidalgo.

Lazaro C. Isidro hasta la fecha se ha de desempefiado como Profesor e
Investigador de Tiempo Completo de la Facultad de Ingenieria Eléctrica de
la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo; Ave. Fco. J. Mtjica
S/N Col. Villa Universidad; Morelia, Mich., México; C.P. 58030; Tel: (443)
3223500, ext. 4354; Fax: (443) 3223500 ext. 1115.(e-mail
ilazaro@zeus.umich.mx)

Con la incorporacion de cargas electromecanicas
dindmicas, como son los motores de induccidn, pueden
resultar dificiles de estudiar a través de la primera
alternativa, por el hecho de que su transitorio puede durar
varios segundos o minutos. De igual forma utilizando la
segunda opcion, solo se tiene el estado del sistema en un
punto de operacion en particular (estado estable).

Lo anterior pone de manifiesto, la necesidad de una
herramienta de estado quasi-estacionario, que permita el
analisis de sistemas eléctricos con cargas dinamicas, donde
se encuentren presentes fenomenos electromecanicos. Por lo
tanto utilizando la segunda opcioén y tomando como base las
series de Fourier se puede lograr una herramienta capaz de
estudiar tales circuitos.

Si bien es cierto que los estudios dindmicos de cualquier
sistema se pueden obtener a través de su modelo descrito por
un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden, la
incorporacion de nuevos elementos al sistema podria
ocasionar modificaciones en las ecuaciones, por lo que
dificilmente se tendria una generalizacién y resultaria
impractico su analisis, a pesar de que se tratara del mismo
elemento pero ubicado en diferente lugar.

Por otro lado, la generalizacion del uso de los motores
en el sector industrial y de servicios, asi como el incremento
del uso de cargas sensibles a las depresiones de voltaje,
ponen de manifiesto el interés constante del estudio del
motor conectado a los sistemas de potencia, ya que se ha
demostrado que son uno de los principales elementos que
producen estas depresiones [1], [2] y [3].

En este trabajo, se extiende el uso del DAE a problemas
de analisis de estado quiasi-estacionario, ya que el DAE fue
disefiado para andlisis de problemas de calidad de la energia.
La técnica desarrollada se aplica en el estudio de sistemas
eléctricos de potencia, que pueden incorporar en sus nodos
dispositivos no lineales con un comportamiento dinamico,
tal como el motor de induccién en su régimen transitorio. La
técnica esta basada en el DAE [4], cuya principal ventaja es
la obtencion de una herramienta computacional generalizada
capaz de resolver sistemas con las caracteristicas antes
mencionadas. Posteriormente, se describen las ecuaciones
del motor de induccién bajo la técnica del DAE. Finalmente,
se presenta un caso de estudio, donde se realiza el analisis
del comportamiento del voltaje del nodo de prueba del
sistema, asi como algunos parametros del motor. Los
resultados en simulacion se comparan con los obtenidos de
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Fig. 1. Metodologia de analisis.

un programa alterno realizado en Simulink, mismo que
facilita un bloque prefabricado de la maquina de induccion.

II. METODOLOGIA

La técnica desarrollada para el analisis de sistemas
eléctricos con cargas dindmicas en estado quasi-estacionario,
por una parte, utiliza el método de flujos de potencia para
observar el estado del sistema ante una condicion de carga
en particular, mientras que el comportamiento de la carga
ante una excitacion particular del sistema se realiza mediante
el DAE. Por otro lado, como la carga es dinamica, entonces
se realiza el proceso iterativo entre la condicion que el
sistema proporciona a la carga y ésta a su vez al sistema. La
figura 1 muestra un diagrama esquematico alusivo a tal
proceso iterativo, el cual presenta como carga un motor de
induccion en régimen transitorio. Los pasos que hacen
referencia a la figura 1, se describen a continuacion:

i) Calcular el estado de operacion del sistema eléctrico,
con la ayuda de un programa de flujos de potencia
convencional, esto con la finalidad de obtener el voltaje

(magnitud ‘V ‘ y 4ngulo 0), el cual servird como

excitacion para el motor durante un instante de tiempo.
il) Con el voltaje calculado en el paso 1), se debe simular la

dinamica del motor de induccidén, para un pequefio

instante de tiempo, usando para ello el DAE.

iii) En base al voltaje de alimentacion y los resultados de las
corrientes demandadas por el motor se calculan las
demandas de potencia activa (P) y reactiva (Q), las
cuales corresponden al instante de tiempo simulado.

iv) Con las potencias calculadas, se actualizan las demandas
de potencia en el nodo de conexion y se continta con el
paso i.

Este procedimiento se repite hasta que se concluya el
periodo de estudio seleccionado. De los resultados obtenidos
se puede observar por parte del sistema de potencia: el nivel
de voltaje en cada uno de sus nodos, informacion que es util
para la deteccion de depresiones de voltaje. Mientras que del

motor de induccion algunos de los parametros observables
son: corriente en el estator, asi como el comportamiento
dinamico de las componentes armonicos que la integran,
tales como: velocidad del motor, potencia demandada del
sistema (Real y Reactiva), caracteristicas par-velocidad entre
otras.

III. DOMINIO ARMONICO EXTENDIDO

El Dominio Armoénico Extendido, es una metodologia de
propdsito general, constituye una alternativa de solucion
para cualquier sistema descrito a través de ecuaciones de
estado. Esta metodologia en su formulacion basica utiliza las
cualidades de las series ortogonales, el concepto de fasores
dindmicos, asi como las matrices operacionales. A
continuacion se presenta una breve descripcion de las
herramientas utilizadas.

A. Series ortogonales

Cualquier funcién f(t) que es absolutamente integrable
en el intervalo [0,1), puede ser representada
aproximadamente por una serie 0 combinacion lineal de m
términos ortogonales como:

f(t)= Z a;T,(t) (1)

Donde Ti(t) son los elementos de la funcion base
asociada descrita en términos generales por (2), donde T,
indica la transpuesta.

Tt =[T,t) T, T O @)

Y los coeficientes a; de la serie se determinan por:

a=[ TM®fWa 3)

Cabe sefialar que la aproximacion depende del ntimero
de términos tomados para cada serie.

B. Fasores dindmicos

Un fasor es un nimero complejo que contiene magnitud
y angulo de fase, se aplica en la representacion de funciones
en el tiempo. Cuando se hacen aproximaciones mediante una
serie ortogonal en particular, el coeficiente de la serie es de
magnitud invariante, por lo que la magnitud del fasor que se
forma es constante. Si la aproximacién se lleva a cabo
desplazando el inicio de la ventana  de integracion un
tiempo t, quedando el intervalo [t, t+1], donde 1 es el periodo
de la funcion y t varia de 0 hasta un tiempo determinado,
entonces (3) se convierte en un fasor dinamico dentro del
intervalo considerado que se escribe como:

a®= " Totod @

Por lo tanto, la aproximacion de funciones mediante
series ortogonales, representada ahora con fasores dinamicos
se expresa como:

f(r)= mzi a, ()T, (r)dt 5)
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Fig. 2. Componentes arménicos variantes en el tiempo.

Escribiendo (5) en forma matricial se obtiene:

f(0)=A®)T(z) (6)

donde:
A(t) =[a,(t) a(t) a,_ (1] (7)

TO=[T,® O -~ T.0] ®

En la figura 2 se muestra la variacion de los armodnicos

en el tiempo de una sefial arbitraria. Se aprecia que la sefial

esta formada por la componente de frecuencia cero y la

fundamental o primera armoénica. Esta variacion se logra

obteniendo los coeficientes armoénicos de la sefial, mediante

un barrido a través de una ventana fija, hasta concluir con el

periodo seleccionado. Una mayor referencia de lo anterior
esta documentada en [5], [6], [7] y [8].

C. Matrices Operacionales

Son consideradas como matrices operacionales la matriz
de Integracion (P) y la de Diferenciacion (D), las cuales con

ayuda de matrices auxiliares como son la matriz Producto
N

(T ) y de Coeficientes (C), permiten realizar el calculo
operacional. La principal ventaja de las matrices
operacionales, es la conversion de un sistema de ecuaciones
diferenciales a un sistema de ecuaciones algebraicas,
simplificando asi el problema para el analisis y/o control. En
[9], se encuentra una definicion clara de cada una de éstas en
diferentes dominios.

jot T(r)d7 = PT(t) ©)

p(T(t))= DT(t) (10)
donde: P :%

Tt =TOT () (11

CT(t) = [f (t)}c (12)

Donde c es el vector de coeficientes armonicos obtenido
en la aproximacion de una funcion en particular.

D. Formulacion del DAE para Sistemas Lineales

La formulacion general del DAE para Sistemas Lineales
Invariantes en el Tiempo (SLIT) y Sistemas Lineales
Variantes en el Tiempo (SLVT), puede ser descrita
considerando un sistema lineal de primer orden con

coeficientes periodicos en el tiempo, donde en general estos
sistemas estan dados por (13), donde la parte esencial a
considerar es la aproximacion a través de fasores dindmicos
de una funciéon cuyo comportamiento es periddico, es decir

f(t)=f(t+l).
p(x(t)) = a(t)x(t) + btu(t) ;

Asi, utilizando la idea de fasores dinamicos en los
términos de (13), se tiene:

x(z) = T" ()x(1) (14)

y aplicando la derivada a (14) se tiene:

p(x(1)= p(T" OO+ T () p(x®)  (5)

y usando (10) se llega a:
p(x®)=T" (ODxO+T" ()p(x(t))  (16)

Por otro lado aplicando la idea de fasores dindmicos al
coeficiente periddico a(t), se tiene:

X(0)=X, (13)

a(r) =T (v)a(t) (17)
por lo tanto el producto a(7)X(7), queda como:
a(D)x(7)=T" (1)a®T" (7)x(t) (18)
como T (7)xX(t) representa un escalar, entonces:
a(D)xX(2) =T (D)xOT' (D)a(t) (19)

Ademas, la transpuesta de un escalar sigue siendo el
mismo escalar, se tiene que:

a(r)x(r) =x" ()T(2)T' (r)a(t) (20)
Aplicando (11), la ecuacion (20) se transforma en:
a(r)x(r) = x" (t) T(2)a(t) @)
Finalmente aplicando (12) en (21) se obtiene:
a(r)x(7) =x' (t)AT(7) (22)

donde A es una matriz de coeficientes constantes y todo
el lado derecho de (22) es un escalar, por lo tanto se puede
rescribir como:

a(r)x(r) =T (r)ATx(t) (23)
Siguiendo el mismo procedimiento para el producto
b(t)u(t), se obtiene: que el lado derecho de (13) es:

at)x(t) +btut) =T (2)ATx(t)+ T" (r)B u(t)
(24)
Obsérvese que sustituyendo (15) y (24) en (13), se puede

eliminar la dependencia del tiempo, resultando la ecuacion
como:

Dx(t) + p(x(t)) = ATx(t) + B u(t) (25)
por lo tanto reacomodando la expresion se obtiene:

p(x(t)) = [A" - DJx(t) + BTu(t): %, (0) = x,,

(26)

La ecuacion (26), representa a un sistema lineal

invariante en el tiempo en un nuevo espacio de estado, cuya

solucion proporcionan la informacién completa del

comportamiento de las armodnicas en el tiempo de las
variables de estado y esta contenida en el vector x(t).
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TABLA I. CONSTANTES DEL MOTOR

rL M 2 rm
8, =——"=ay, a, =——=—-3a, a;=—— =8,
a, a, &
ML, M ML,
&y = =—ay, 8 == =8y ay = =8y
Q, a, a,
r L L.L 3n,’M
a;=-""=a, Ay =——=-a, a5 = ——0 =4,
a, Q, 8J
L M 4 npol
b, =-—=b, b, =—=b, b, = -
a, a, 8J

Por otro lado, el producto de tres funciones arbitrarias en
el espacio armoénico puede obtenerse siguiendo un
procedimiento similar al anterior, a partir del cual se obtiene:

aOx@OY@O =T OY Axt) @)

IV. MOTOR DE INDUCCION EN TERMINOS DEL

DAE

El modelo matematico que describe el comportamiento
del motor de induccidon esta dado por el conjunto de
ecuaciones diferenciales (28-32), donde p es la derivada
respecto al tiempo, los subindices S, r, hacen referencia a los
parametros del estator y rotor respectivamente y los
parametros del rotor vistos en terminales del estator se indica
con (). Este modelo tiene como variables de estado las
corrientes y la velocidad del rotor, en un marco de referencia

estacionario de coordenadas dq0 (@ =0, i, =0,
'r=0,V,, =0) y es una simplificacién del modelo

presentado en [10]
p(lqs): Al A4, + a13| 'y o +b, 1Vas

(28)
p(ids) = aZIIqu + 8yl + a23| P O + 31" 0, Vi
(29)

p(i'qr ): A lgs + Apylgs @, + Ayl FA1 @ +15V
(30)
p(' dr) a41|qsw + 8,04 + a0’ aor @ t Ayl g 0, Vi
(31
p( ) a51|qs g sl qr+b51T (32)

Donde las constantes a;;y b;; estan dadas por la tabla 1.
donde:

a,=M*-L.L, (33)
Los simbolos r, Ny, J, M, L, T_ representan a la

resistencia de los devanados, numero de polos, momentos de
inercia, inductancia mutua, la inductancia de los devanados y

el par de carga, respectivamente. Los subindices S y r, hacen
la distincion entre los parametros del estator y el rotor.

Al aplicar el principio de la aproximacion de funciones a
través de los fasores dinamicos, asi como de los operadores
matriciales, el conjunto de ecuaciones (28-32), se transforma
en (34,38).

. _ T . T T. Tey T Tey T
plqs)_(All _D)lqs +w’r A12 lds+A13 lqr+w.r A14 ldr+Bll vqs

(34

S\ Ta T T . T A Te Tey T
p(lds)_wr Ay iy +(Azz _D)lds+wr A 1y + A, 14, +By T vy

(35)

p(i'qr)z A31Tiqs +er Ay Tids + ( Ay "-D )i'qr +er A34Ti'dr+B31T \£
(36)

p(i'dr ) = er A41Tiqs + A42Tids + er A43Ti'qr +( A44-r -
(37)

T

-Do, +B, T,
(38)

El conjunto (34-38), representan al modelo del motor de
induccién en términos del DAE, donde la solucion de éste
sistema de ecuaciones, muestra el comportamiento dinamico
de los armonicos en el tiempo para cada una de las variables

de estado. Por lo tanto para ver el valor de las variables de
estado, se deben multiplicar los resultados anteriores por las

T

=a,l,
son de coeficientes constantes y de tamafio [2nh+1 x
2nh+1], donde I, es una matriz identidad y nh es el nlimero

de armonicas seleccionadas para la aproximacion via series
de Fourier. En este caso también Ty, representa un vector,

. T oA T . T T,
p(‘”r): Po Agp i +1 As, g

qs qr

funciones base. Por otro lado, las matrices Amk

mientras que @, es una matriz de coeficientes formada con

las componentes armonicas del vector de velocidad ®,

Finalmente, las matrices de coeficientes de las variables de
estado de las corrientes y la velocidad, deben calcularse para
cada instante de tiempo en el que se obtiene la solucion,
siendo éstas constantes solo hasta el estado estable.

Utilizando los voltajes de alimentacion y los resultados
de las corrientes, el calculo de potencia demandada por el
motor de induccion y en general de cualquier carga se realiza
mediante [11] y [12]:

nh
P=> VI, (39)
m=—-nh
Q= Z (|V (L[ =Vl Vol ) 0)

Donde el voltaje y corriente estin en el dominio
armonico y nh es el nimero de coeficientes de Fourier
seleccionados.

V. CASO DE ESTUDIO

En este apartado se muestra un caso de estudio de un
sistema de potencia donde se le conectan dos diferentes
motores de induccion en uno de sus nodos, la aproximacion
con el DAE se realiza con s6lo la componente de CD y la
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Fig. 3 Sistema eléctrico de prueba.
TABLA II. DATOS DEL SISTEMA ELECTRICO DE PRUEBA.
Nodo Nodo Impedancia serie Zgie Yo/2, Tap
emisor receptor R, pu X, pu pu
1 2 0.001510 0.002960 0 1
2 3 0.006670 0.005330 0 1
3 9 0.004440 0.001610 0 1
3 5 0.007000 0.000908 0 1
3 4 0.014600 0.001900 0 1
3 6 0.002570 0.001130 0 1
5 7 0.046400 0.348000 0 1
6 11 0.458000 0.367000 0 1
6 14 0.018900 0.005760 0 1
10 8 0.058200 0.024300 0 1
9 12 0.003550 0.000461 0 1
12 10 0.529000 0.450000 0 1
14 13 0.024400 0.147000 0 1

fundamental. El sistema de prueba es una red de 14 nodos
representada por la figura 3.

La tabla II muestra la informacion de los parametros de

las lineas del sistema, expresados en valores en por unidad
(p.u.), con una base de 10 MVA.
En la tabla III, se muestra la informacion del tipo de nodo
del sistema, asi como las potencias demandadas e inyectadas
al sistema, dadas en por unidad. Donde la letra S indica que
el nodo es un nodo compensador, mientras que la C
manifiesta que se trata de un nodo de carga. Por otro lado,
los parametros de los motores de induccion que se
conectaran al sistema estan reportados en la tabla I'V.

En el primer caso de estudio se coloca en el nodo 5 del
sistema de eléctrico un motor de induccion de 3HP. El motor
inicialmente se encuentra estatico y se le coloca una carga
mecanica en su eje, equivalente a 10 Nm. Para la solucion
del motor via DAE se utilizan 3 armoénicas y el numero de
términos con considerados para el muestreo de la sefial son
mt = 64. La figura 4, muestra una comparacion del
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TABLA III. DATOS DEL SISTEMA ELECTRICO; TIPO DE NODO,
POTENCIA GENERADA Y DEMANDADA EN P.U.
Nam. | Tipode | Pg, pu Qg, pu Pd, pu | Qd, pu
Nodo | Nodo
1 S 1.60 1.00 0.0000 | 0.0000
2 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
3 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
4 C 0.00 0.00 0.0001 | 0.0005
5 C 0.00 0.00 0.2000 | 0.4000
6 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
7 C 0.00 0.00 0.0015 | 0.0085
8 C 0.00 0.00 0.0200 | 0.0070
9 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
10 C 0.00 0.00 0.0120 | 0.0007
11 C 0.00 0.00 0.0125 | 0.0080
12 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
13 C 0.00 0.00 0.0320 | 0.0019
14 C 0.00 0.00 0.0000 | 0.0000
TABLA IV. PARAMETROS DE LOS MOTORES DE INDUCCION.
MOTOR DE
PARAMETRO INDUCCION
3 Hp 2250 Hp
Voltaje [V] 220 2300
Velocidad [rpm] 1710 1786
Par Base [Nm] 11.9 8900
Corriente Base [A] 5.8 421.2
Resistencia estatorica [Q] 0.435 0.029
Resistencia Rotatorica [Q] 0.816 0.022
Resistencia de fuga Estatorica 0.754 0.226
[Q]
Resistencia de fuga Rotatérica 0.754 0.226
[Q]
Reactancia de Magnetizacion 26.13 13.04
[2]
Constante de Inercia J [kgm’] 0.089 63.87
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Fig. 4. Voltaje del sistema con un motor de 3 HP.
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Fig. 5. Corriente demandada por el motor de 3 HP.
1800
1600
1400
— 1200
IS
e
= 1000
(0]
B 80
§=}
3
D 600
>
400
200

|
|
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tiempo en [s]
Fig. 6. Velocidad del motor con una carga de 10 Nm.

comportamiento del voltaje en el nodo 5 del sistema con su
valor nominal (Bus infinito), ante la conexion de dicho
motor. Se observa que la caida de voltaje ocasionada por la
conexion de este  motor, no tiene gran significado,
practicamente es despreciable.

Por otro lado, la corriente que el motor esta demandando
del sistema, se puede apreciar en la figura 5, donde ademas
de la técnica del DAE se logra observar el comportamiento
de la magnitud de la componente fundamental que participa
en la formacion de esta sefal, donde se aprecia que es
practicamente su envolvente, por lo que la participacion de
las demas componentes (cd, 2da, 3ra, etc.) es practicamente
nula.

En la figura 6, se presenta el comportamiento de la
velocidad del motor, en donde se puede observar que la
curva arrojada por la técnica del DAE es practicamente la
misma que la obtenida al utilizar el bloque prefabricado del
MatLab ®.

Por otro lado en la figura 7, muestra la caracteristica del
par desarrollado en funcién de la velocidad del motor,
nuevamente las diferencias entre los resultados es minima.

Como segundo caso de estudio, se considera el nodo 5
como el de prueba, pero ahora se conecta un motor de

Par desarrollado en [Nm]

Velocidad en [rpm]
Fig. 7. Curva par-velocidad con una carga de 10 Nm.
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Fig. 8. Magnitud del voltaje en el nodo 5 al colocar un motor de
2250HP, con una carga T = 2000Nm.

induccion de 2250 HP, donde los parametros para este motor
son los mostrados en la tabla IV. La carga mecanica
conectada al eje del motor es de 2000 Nm, para la
simulaciéon se consideran las 3 primeras componentes
armonicas, ademas de utilizar mt=64 para la solucion.

La figura 8, muestra las caracteristicas del voltaje en el
nodo 5, donde se puede observar que el voltaje del sistema
sufre una depresion de voltaje que por un instante de
tiempo llega a un valor de 0.986 p.u, misma que por las
caracteristicas de operacion del motor se mantiene a un
voltaje de operacion de aproximadamente 0.988 p.u.; una
vez que el motor alcanza su velocidad nominal el voltaje en
el sistema se recupera hasta practicamente el voltaje inicial.

En la figura 9 se muestra la corriente del estator junto
con su envolvente, la cual esta formada por la componente
fundamental, en donde se puede apreciar que durante
todo el transitorio la corriente es una senoide de valor pico
aparentemente constante, lo que pone al motor en
condiciones criticas de operacion, asi mismo, se observa que
el motor llega al estado estable en el tiempo en el cual se
recupera el voltaje.

La figura 10, muestra el comportamiento de la velocidad
para estas condiciones de operacion. Obsérvese nuevamente
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Fig. 11. Par-velocidad del motor de induccion de 2250HP,
con T, =2000Nm, conectado al nodo 5 del SEP.

que el tiempo en que el motor llega al estado estable
coincide con el tiempo en el cual se recupera el voltaje.

En la figura 11 muestra el comportamiento del par en
funciéon con la velocidad, se observa que para algunos
valores del par, la velocidad esta por encima de la velocidad
de sincronia, esto puede llegar a suceder en motores de gran
capacidad y se atribuye a la inercia de la masa del rotor.

T T T T
0.988— |-

0.986 —

0.984 —

Fig. 12. Voltajes nodales en pu, ante un motor de 2250HP con
T.=2000Nm conectado en el nodo 5.

Finalmente, en la figura 12 se presenta el voltaje del
sistema en algunos de sus nodos con la finalidad de observar
la propagacion de las depresiones.

VI. CONCLUSIONES

En este articulo se muestra una técnica basada en series
de Fourier para estudiar el impacto de motores de gran
capacidad en redes eléctricas de distribucion. El modelo
considera que las ecuaciones del motor de induccion sean
representadas en el dominio armoénico extendido, donde las
variables de estado son los coeficientes de Fourier
dependientes del tiempo de las variables de estado en la
formulacion convencional en coordenadas dq0. Una
caracteristica sobresaliente de esta transformacion es que las
variables de estado en el dominio arménico extendido
evolucionan mas lentamente que las variables de estado en
las coordenadas dq0. Esto permite eficientar los métodos de
integracion numérica utilizados en nuestra propuesta. Por
ejemplo, es posible utilizar pasos de integracidon mayores
reduciendo el costo computacional. En el modelo propuesto
la red de distribucion es analizada mediante flujos
monofasicos pero el modelo puede incorporar la formulacion
trifasica sin mayores esfuerzos.

Los resultados obtenidos con las técnicas propuestas
muestran coincidencia con modelos convencionales. En este
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caso nuestro modelo ha sido validado con los modelos del
motor de induccion proporcionados en Simulink MatLab ®.
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